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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo geral a respeito da teoria de cadeias de Markov, método de Monte
Carlo e algumas aplicagbes de algoritmos aleatorizados. Inicialmente é apresentada a teoria de cadeias de
Markov juntamente com algumas definigoes e conceitos que sao necessarios para modelar a aleatoriedade.
Também serd mostrado o método de Monte Carlo juntamente com o método Monte Carlo via cadeias de
Markov, onde serd dado énfase ao algoritmo Metropolis. Serd mostrada a teoria utilizada para limitar
quantitativamente o tempo de mistura em cadeias de Markov, pois em qualquer aplicacdo deve-se ter
garantias de que o algoritmo vai executar em tempo polinomial em fun¢do da entrada. Ao longo do
trabalho serdao mostradas algumas aplica¢des de algoritmos aleatorizados e no tultimo capitulo o algoritmo
Metropolis é utilizado para o calculo da centralidade de intermediacao, que é uma medida frequentemente

utilizada na area de redes complexas.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho serd mostrada a teoria de cadeias de Markov e método de Monte Carlo, juntamente com
algumas aplicagdes simples e uma aplicacao final para o cdlculo da centralidade de intermediagao, que é
uma medida centralidade utilizada em redes complexas.

Infelizmente muitos problemas praticos possuem até o momento somente algoritmos com tempo de
execucdo exponenciall. Assim muitas vezes se torna invidvel resolver estes problemas de forma exata.
Uma classe de problemas que aparentemente sdo dificeis de serem calculados com exatidao sdo os de
contagem, pertencentes a classe #P [1]. Como muitos destes problemas possuem diversas aplicagoes, é
necessario encontrar alternativas para resolver estes problemas, mesmo que de forma aproximada, mas
que executem em tempo polinomial. Uma das alternativas existentes é encontrar algoritmos aleatorizados
que executam em tempo polinomial. Apesar da solugdo nao ser exata, em muitos casos é possivel saber
de antemao qual é o erro fornecido pelo algoritmo.

No nosso contexto surge a necessidade de primeiro entender os métodos que modelam processos
aleatérios. Para isso, neste trabalho serd feito inicialmente um estudo de cadeias de Markov de tempo
discreto.

Para modelar o comportamento de um sistema, determinamos os estados possiveis que este sistema
pode ocupar e indicamos como o sistema transiciona entre estes estados. Considera-se que a cada momento
o sistema estd em apenas um estado. Assim, um processo estocdstico sao transigdes que ocorrem em uma
familia de estados (varidveis aleatérias) e estas transigoes indicam a evolugao do sistema com o tempo.
Uma cadeia de Markov é um caso particular de um processo estocastico. Matematicamente, a cadeia de
Markov é composta por um conjunto de estados 2 por onde a cadeia transiciona ao longo do tempo, e
uma matriz estocastica que fornece a probabilidade de transicao entre os estados. Na cadeia de Markov,
o préximo estado da cadeia depende apenas do estado atual. E como se a cadeia “esquecesse” toda sua
histéria no tempo, pois ela considera apenas seu estado anterior para efetuar transigoes [2].

Para cada tempo ¢ é possivel determinar a probabilidade de um estado = € €2 ser alcangado e sob
determinadas condicoes a distribuicao de probabilidades da cadeia convergird assintoticamente para uma

distribuicao estacionédria m quando ¢t — oo.

ISe o tamanho da entrada do algoritmo é n, entdo tempo exponencial indica que o tempo de execucdo do algoritmo
cresce exponencialmente com n. Da mesmo forma, tempo polinomial indica que o tempo de execuc¢ido do algoritmo cresce
polinomialmente com n.
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Além de entender cadeias de Markov, também é necessario entender como utilizar a aleatoriedade
para resolver problemas e para isso utilizaremos o método de Monte Carlo. O método de Monte Carlo
é uma ampla classe de algoritmos computacionais de amostragem e simulagdo que possibilita estimar a
solugdo de uma variedade de problemas.

Existem muitas variagoes de método de Monte Carlo, mas eles normalmente seguem o padrio:
¢ Defina um dominio de entrada.

¢ Dado o dominio, gere dados aleatoriamente de uma distribuicdo de probabilidade.

¢ Realize um calculo deterministico sobre os dados gerados.

e Agregue os resultados e gere a saida

Neste método mais simples de Monte Carlo, estamos realizando o que é conhecido como amostragem
direta, onde cada amostra aleatéria é gerada de forma independente, seguindo uma distribuigao de
probabilidades. Outra forma de gerar amostras aleatoriamente seguindo uma distribui¢ao de probabilidades
é por meio de uma cadeia de Markov, onde as amostras geradas possuem certa correlagdo, neste caso
temos o que é conhecido como amostragem por cadeia de Markov, que origina o método de Monte Carlo
via Cadeias de Markov [3].

O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) é uma grande classe de algoritmos de
amostragem e fornece um procedimento geral para a solugdo de diversos problemas computacionais.
Dentre os principais algoritmos de amostragem desta classe pode-se citar a amostragem de Gibbs,
importance sampling e Metropolis - Hasting. Estes algoritmos desempenharam um papel significante em
areas como estatistica, econometria, fisica e ciéncia da computagdo e ainda continuam tendo diversas
aplicagbes. O algoritmo Metropolis estd entre os 10 principais algoritmos com maior influéncia no
desenvolvimento da ciéncia e da engenharia no século 20 [4].

O método MCMC é uma ferramenta para a seguinte tarefa computacional: seja 2 um conjunto de
estados muito grande, mas finito, de estruturas combinatérias como por exemplo o conjunto de todas
as combinagbes possiveis de um sistema fisico ou o conjunto de todas as solugdes para um problema de
otimizagdo. Seja m uma distribui¢do de probabilidades em 2. O objetivo é amostrar elementos x € )
com probabilidade 7(z) [5].

Dentre as principais aplicagoes do método MCMC, pode-se citar:

e Problemas de contagem: Estimar a cardinalidade de €. Por exemplo, dado um grafo G, 2 pode
ser um conjunto que contém todos os conjuntos independentes de G e 7 seria a probabilidade de
amostrar cada um destes conjuntos independentes. A estimativa de || pode ser obtida amostrando
conjuntos independentes Q(G;), onde G; é um subgrafo de G com i arestas. Por meio de um
procedimento simples calcula-se a razao |Q2(G;)|/|G;i-1)| onde i varia de 1 até o ntmero de
arestas. O valor final de |2| é obtido pelo produto telescépico de todas estas razoes (ver exemplo
3.3).

o Fisica estatistica: Neste caso 2 é um conjunto de todas as configuragoes possiveis de um sistema
fisico e m é a uma distribuicdo de probabilidades que relaciona a energia de um estado com a pro-
babilidade de sua ocorréncia. O objetivo aqui é amostrar configuracoes significativas para calcular

alguma propriedade do sistema como energia média.

¢ Otimizac¢do combinatéria: Neste caso €2 é o conjunto de solu¢oes de um problema de otimizagio e m

é uma distribuicdo de probabilidades construida de maneira que os estados que possuam um valor
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melhor, de acordo com uma funcdo objetivo, tenham uma probabilidade maior de ocorréncia no
processo de amostragem. Esta abordagem é a base do algoritmo heuristico popularmente conhecido

como simulated annealing.
O método MCMC possui também aplicagoes em estatistica Bayesiana [6]:

e Dado a fungao a priori e a funcao de verossimilhanca, usa-se MCMC para calcular a posteriori do

modelo.

o Estimar o valor esperado de uma fungéo f(x) de acordo com a probabilidade p(z):

By (@) = [ fle)pla)da. (1)

Vale ainda ressaltar que para certos problemas multidimensionais como calcular o volume de um
corpo convexo em d dimensoes, MCMC é a tinica abordagem que fornece uma solug¢ao em tempo razoavel
(polinomial em d) [6].

Para realizar a amostragem, o método MCMC realiza uma caminhada aleatéria em um espaco de
estados €. As transigdes entre os estados da cadeia ocorrem seguindo uma pequena perturbac¢io nos
elementos = € €2, de forma que seja facil e eficiente de simular. Para realizar a amostragem, iniciamos o
processo em um estado arbitrario de §2 e simulamos a cadeia de Markov um nimero 7 de passos. A cadeia
deve ser ergddica, isso quer dizer intuitivamente que para 7 grande o suficiente, o histograma dos estados
amostrados na caminhada aleatéria é sempre proporcional a distribuicdo 7 desejada e independente do
estado inicial.

Em muitos casos, ndo é dificil construir uma cadeia de Markov, mas o que nao sabemos exatamente
é o numero de passos 7 do algoritmo. Para que o algoritmo seja eficiente, devemos ter um 7 muito
menor que |Q|. Por exemplo, se estamos fazendo a simula¢io de um sistema fisico com n particulas ou se
estamos resolvendo um problema computacional onde a entrada sdo n bits, e se || é proporcional a 2"
(3¢ > 0 tal que |Q] = ¢-27), entdo 7 deve ser uma fungéo com crescimento mais lento que 2™, como por
exemplo polinomial em n. Se ndo for, ndo faz sentido usar uma cadeia de Markov para realizar este tipo
de simulagao. O tempo que a cadeia demora para ficar proxima da distribuicio estaciondria (diremos
que as duas distribuicoes estarao no méaximo e—distantes uma da outra) é chamado tempo de mistura.
Quando a cadeia realiza uma curta caminhada aleatéria em €2 (7 é uma funcdo com crescimento lento em
n quando comparado com [{2|) e sua distribuigdo de probabilidades estd muito préxima de probabilidade
estaciondria, entdo dizemos que a cadeia possui um rapido tempo de mistura [5, 7].

Em muitos casos é dificil provar que a cadeia de Markov possui um réapido tempo de mistura. Existem
diversas técnicas que sdo usadas para criar limitantes para o tempo de mistura da cadeia, dentre elas
pode-se citar: método do acoplamento, acoplamento de caminhos, e outras técnicas baseadas em métodos
espectrais como condutdncia da cadeia e congestionamento [7]. Assim, neste trabalho também serdo
mostradas algumas técnicas comumente utilizadas para limitar o tempo de mistura de cadeias de Markov.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 é fornecida a teoria de cadeias de
Markov juntamente com os tipos de estados e suas classificagoes, calculo da distribuicao estacionaria,
definicdo matematica de tempo de mistura e outras propriedades que servirao de base para estabelecer o
método MCMC.

No Capitulo 3, serd mostrado o método de Monte Carlo com alguns exemplos simples de aplicagao,
seguido do método MCMC com énfase ao algoritmo Metropolis-Hasting, e por ultimo serdo mostradas
defini¢oes de algoritmos de aproximagio e amostragem que executam em tempo polinomial (FPRAS e
FPAUS).
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No Capitulo 4, serdo mostradas duas técnicas muito conhecidas para limitar o tempo de mistura de
uma cadeia de Markov, a do acoplamento e da condutéancia.

Por tdltimo, no Capitulo 5, o algoritmo Metropolis é aplicado no calculo da centralidade de intermediagao.

Para que o texto nao fique muito sobrecarregado, muitas das demonstragoes serdo omitidas ao longo

do texto e mostradas com mais detalhes nos apéndices ou é indicado uma referéncia com os detalhes.



CAPITULO 2

CADEIAS DE MARKOV

Um processo estocdstico é definido como uma colegéo de varidveis aleatérias X = {X (¢)|t € T}. Estas
varidveis sdo indexadas por t, que geralmente indica o tempo. A varidvel X (t) (que denotaremos por
X}) é o estado do processo no tempo t e normalmente estd associado com a evolugdo temporal de algum
sistema como por exemplo flutuagoes no mercado de agoes, contagem de bactérias, movimentos de uma
particula em um gas. Se 7" é um conjunto infinito e contavel, dizemos que X é um processo de tempo

discreto.

Definicao 2.1. Um processo estocdstico de tempo discreto (Xo, X1,...) € uma cadeia de Markov se
Pr(X: = a¢|Xi—1 = ar-1, Xt 2 = az_2,...,Xo = ao) = Pr(X; = a4| Xy 1 = ay1), (2.1)

onde a; € um estado qualquer.

Esta definicdo significa que o estado do sistema no tempo ¢ depende apenas do estado do sistema no
tempo t—1 e é independente da trajetéria do sistema do tempo inicial até o tempo ¢t —1. Esta propriedade
é conhecida como propriedade de Markov.

Vamos considerar que o espaco de estados Q@ = {1,2,...} e o tempo t é discreto e indexado por
ntmeros inteiros. Como o sistema evolui no tempo, estamos interessados na probabilidade do sistema
transicionar do estado ¢ para o estado j em um passo (tempo ¢ — 1 para o tempo t). Esta probabilidade
é dada por

P, j = Pr(X; = j|Xi—1 =1) (2.2)

Com isso, pode-se definir uma cadeia de Markov com a matriz de transicdo (também conhecida como

matriz estocdstica) de um tnico passo

Py P - Py
Py Py oo Py
p_ ) )

P B -+ P
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onde cada elemento F;; denota a probabilidade de transicdo do estado ¢ para j. Devemos ter que
> ;Pij =1, poisa probabilidade de transicao de ¢ para qualquer estado é 1.

Seja p;(t) a probabilidade do sistema estar no estado ¢ no tempo t. Pode-se definir um vetor de
distribui¢ao de probabilidades p(t) = (p1(t),...,pn(t)). Para que p(t) seja uma distribuigdo de probabi-

lidade, devemos ter

Zpi(t) =1 (2.3)

Para se calcular a probabilidade do sistema estar no estado i no tempo ¢, deve-se considerar a proba-
bilidade do sistema estar no estado j no tempo ¢t — 1 e multiplicar pela probabilidade de transicao de j

para i. Como existem varios j possiveis, deve-se efetuar a soma sobre todos eles, ou seja:
pit) =Y pi(t— 1P, (2.4)
J
escrevendo na forma de produto de matrizes temos
p(t) = p(t — 1)P. (2.5)
Por indugéo em m (m > 0), pode-se provar que
p(t +m) = p(t)P™ (2.6)

e o elemento
P = Pr(Xopm = | X; = i) (2.7)

indica a probabilidade do sistema transicionar de 7 para j em exatamente m passos.
Exemplo 2.1. Cadeia de Markov com 2 estados

Considere um sapo que mora numa lagoa com duas pedras A e B. O sapo sempre estd em cima de
uma das duas pedras. A cada momento, o sapo pode continuar na mesma pedra ou pular para a outra
pedra.

Considere que a matriz de transi¢ao (troca de pedra) é dada por

p_ Pya Pap\ (0 1
Pp s Ppp 1/2 1/2
Desejamos saber qual é a pedra mais provavel de encontrar o sapo apés um longo tempo de evolugao
dessa cadeia.
Considere que inicialmente o sistema encontra-se no estado A, ou seja, p(0) = (1 0). Assim pela

equagio (2.6), o estado do sistema nos tempos posteriores é p(t) = p(0)P!. Para t = 1,2,3,4, obtemos

as distribui¢oes p(t) como sendo, respectivamente

(0 1), (12 172). (1/a 3/4) e (3/8 5/8).

Para t = 10, temos
p(t = 10) = (0.33398 0.66602) .

Por outro lado, se o estado inicial do sistema fosse B, ou seja, p(0) = (0 1), a distribuigdo de probabilidades
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p’(t) para t = 10 seria:
p/(t = 10) = (0.33301 0.66699) .

De fato essas duas distribui¢gdes sdo muito proximas. Uma forma de quantificar isso é pela distancia

euclidiana entre elas:
|p(t =10) — p'(t = 10)| = ||(1 0)P*® — (0 1)P'°| = 0.0013811. (2.8)

Como sera visto mais adiante, para alguns tipos especificos de cadeias de Markov, o estado do sistema
converge para uma distribuicdo estacionaria quando ¢ — oo. Neste caso, a distdncia calculada acima

tende a zero. No caso da cadeia deste exemplo, a distribuigdo estacionaria é p(occ) = (1/3 2/3).

2.1 Classificacao dos estados e cadeias

Definicao 2.2. Sejam i,5 € Q. O estado j é acessivel a partir do estado i se existe algum inteiro t > 0
tal que Pf,j > 0. Sei e j sdo ambos acessiveis um a partir do outro, dizemos que i € j sGo comunicantes

ou se comunicam e denotamos i <> j.
A relacdo de comunicacao define uma relacado de equivaléncia, pois a relagao < é:
1. Reflexiva: Vi € Q, 1 <> 1.
2. Simétrica: i <> j = j 1
3. Transitiva: i <> jej<— k=1i+ k.
Lembrando da definicao de classes de equivaléncia:

Definicao 2.3. Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A # &. A classe de equivaléncia

de um elemento a € A, com respeito a relagio R € o conjunto de todos os elementos de A que estdo

relacionados com a e serd denotado por [a]|r. Assim
[a]r = {z € AlzRa}. (2.9)

Portanto a relagdo de comunicacdo particiona o espaco de estados 2 em classes de equivaléncia

disjuntas ou classes comunicantes.

Definicao 2.4. Uma cadeia € irredutivel se Vi,j € , 3t > 0 tal que Pl{j > 0. Isto significa que a partir
de qualquer estado € possivel chegar a qualquer outro estado da cadeia. Neste caso existe apenas uma

classe de equivaléncia ou classe comunicante.

Uma cadeia de Markov pode ser representada por um grafo direcionado, onde os vértices sdo estados
e os arcos sdo as probabilidades de transicdo. Se esta representagdo for utilizada, entdo dizer que um
estado j é alcangavel a partir de i é equivalente a dizer que existe um caminho direcionado de i a j.
Além disso, dizer que uma cadeia é irredutivel é equivalente a dizer que o grafo que representa a cadeia

é fortemente conexo.
Exemplo 2.2. Cadeia de Markov redutivel

Considere uma cadeia de Markov com a seguinte matriz de transigao:
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Figura 2.1: Grafo que representa a cadeia P,.. As linhas pontilhadas delimitam as duas classes de equivaléncia
FEq, e Eqo. Se a cadeia estd em um estado i € Eq, a probabilidade de ocorrer a transicio para um estado
j € Ega em um tempo t é P/, =0, Vt > 0.

1—w wq 0 0
1—
PT _ w29 wo 0 0 7
0 0 1-— w3 ws
0 0 Wy 1-— Wy

onde wy, we, w3 e wy s40 nimeros reais entre 0 e 1. Esta cadeia pode ser representada pelo grafo mostrado
na figura (2.1).

Analisando a matriz de transicao P, percebe-se que se o estado inicial da cadeia é o estado 1 ou 2, a
cadeia permanece transicionando entre estes dois estados para tempos posteriores, pois a probabilidade
de ocorrer transigdo dos estados 1 ou 2 para 3 ou 4 é nula. O mesmo processo ocorre se os estados iniciais
forem 3 ou 4. Nesta caso nunca ocorrerd um transi¢do para os estados 1 ou 2. Portanto esta cadeia é
redutivel.

Vamos agora fazer a distingao entre estados transientes e estados recorrentes. Seja ri ; a probabilidade

da primeira transicao de ¢ para j ocorrer no tempo t, ou seja,
ri; =Pr(X;=jeparal <s<t—1,X,# jlXo=1) (2.10)

Na equagao acima, se realizarmos uma soma em ¢t de 0 a oo e fizermos ¢ = j, temos a probabilidade
de sair do estado i e ocorrer uma transicao de retorno para i em um tempo posterior qualquer. Assim

podemos definir estado recorrente:

Definicao 2.5. Um estado i € recorrente se y_,~, rt, =1. Se um estado i nao é recorrente, entio ele é

transiente. Uma cadeia de Markov € recorrente se todo estado da cadeia € recorrente.

Vamos denotar por h; ; o tempo esperado para a cadeia alcancar o estado j pela primeira vez partindo
de i, ou seja

hij =y tri;. (2.11)

t>0

Assim h;; denota o tempo para a cadeia voltar para o estado i partindo de i. Este tempo também ¢é

chamado de tempo de recorréncia.
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z

Definicdo 2.6. Um estado recorrente i é recorrente positivo se h;; < oo. Caso contrdrio, ele é de

recorréncia nula.

Definicao 2.7. Um estado j em uma cadeia de Markov de tempo discreto € periodico se existe um inteiro
A > 1 tal que Pr(Xiys = 71Xt = j) = 0, a menos que s seja divisivel por A. Uma cadeia de Markov de
tempo discreto € periodica se todo estado j € 0 da cadeia for periédico. Uma cadeia que ndao é periodica

€ aperiddica.
Exemplo 2.3. Caminhada aleatdria no Z1g

Para exemplificar o conceito de aperiodicidade, considere o exemplo de uma caminhada aleatéria no
Z1p. Se no tempo t a cadeia encontra-se no estado ¢ mod 10, no tempo ¢t + 1 o estado da cadeia serd
(i +1) mod 10 com probabilidade 1/2 ou (i — 1) mod 10, também com probabilidade 1/2. E facil de
ver que caso a cadeia comece no estado 0, apés um nimero par de passos a cadeia estard num estado
par e ap6s um nimero impar de passos a cadeia estard num estado impar, ver figura (2.2). Este é um
exemplo de comportamento peridédico. Perceba que Vj € Z1g, Pr(Xi+s = j|X: = j) = 0 a menos que s

seja divisivel por 2.

Figura 2.2: Caminhada aleatéria no Z1g é periddica. Vértices pretos e brancos indicam que existem estados
pares e impares.

Definicao 2.8. Um estado que € recorrente positivo e aperiodico ¢ um estado ergddico. Uma cadeia de

Markov é ergodica se todos seus estados sao ergodicos.

2.2 Distribuicao estacionaria

Como foi visto anteriormente, a distribuicdo de probabilidade no tempo ¢ + 1 pode ser obtida por meio
da equagao
p(t+1) = p(t)P. (2.12)

Estamos agora interessados no caso em que a cadeia de Markov atinge um estado estacionério, ou seja,
a distribuicao de probabilidades nao é mais alterada apds a aplicacdo da matriz de transicao. Neste caso
p(t + 1) = p(¢) é chamada de distribuicdo estacionéria ou distribuigdo de equilibrio e serd denotada por
.

Definicao 2.9. Uma distribuicdo estaciondria de uma cadeia de Markov é uma distribuicdio de probabi-

lidade 7 tal que
T=7P. (2.13)

Teorema 2.1. Qualquer cadeia de Markov ergddica, finita e irredutivel possui as propriedades:

1. A cadeia possui uma Unica distribuicao estaciondria ™ = (o, ..., Tn);
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2. Vi, j € 8, o limite lim;_, P;l existe e € independente de j;

3. T = hmtﬁoo Pjtﬂ = 1/h171

Prova: Ver [1]. O

No exemplo 2.1 (exemplo do sapo) é facil verificar que 7 = (1/3, 2/3) satisfaz a equagdo (2.13)
acima. Uma pergunta que surge é quanto tempo a cadeia de Markov demora para alcancar o estado
estaciondrio. Para responder isto, vamos primeiro desenvolver a intuicdo com o exemplo seguinte e
depois ver a Proposicdo 2.1 que responde esta pergunta para o caso mais geral de uma cadeia de Markov

com um namero arbitrario de estados.
Exemplo 2.4. Cadeia de Markov com dois estados

Considere o caso mais geral de uma cadeia de Markov com 2 estados. No exemplo 2.1 teriamos uma
probabilidade de 1 — p do sapo permanecer na pedra A e p de transicionar da pedra A para a pedra B. A
probabilidade de permanecer na pedra B é 1 — ¢ e ¢ de transicionar da pedra B para A. Vamos encontrar

a distribuicdo de probabilidades para um tempo t qualquer. A matriz de transicdo que modela qualquer

]_,
P p D
q 1—g¢q

Observe que os elementos de qualquer linha somam 1.

cadeia com 2 estados é

Dada a matriz de transicdo acima, nosso objetivo é encontrar uma distribuicdo 7 que satisfaca a

equagao (2.13). Aplicando a transposta na equagao (2.13) obtemos
P'x = \x, (2.14)

onde x = 7" e A = 1. A equacgio (2.14) possui a forma de uma equacio de autovalor (ver apéndice A)
do tipo
AVZ' = )\iVi, (215)

onde v; é i—ésimo autovetor de A e \; seu respectivo autovalor?!.

Para analisar a convergéncia para o estado estacionario desta cadeia de Markov, sera necessario
encontrar os autovalores da matriz PT. O teorema de Perron-Frobenius [8, 9] garante que P T possui
apenas um autovalor A; = 1, cujo respectivo autovetor vi; = 7' . O outro autovalor possui valor absoluto
menor que 1.

Considerando A = PT e x = v; na equacio (2.15), podemos escrever:

PTv, =Avi= (PT — \)v; = 0. (2.16)

A equagdo acima é equivalente a (ver Teorema 8.2.2. de [10])

det(PT — A1) =0 (2.17)
ou
1—p—2A\
p q _0
P I—g—A

LA equagdo (2.13) é uma equacio de auto-valor & esquerda.
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que fornece A; = 1 (como esperado pelo teorema de Perron-Frobenius) e Ay = 1 — g — p. Vamos agora
encontrar vi e va:
Plvi=1v; ¢ Plvo=(1—-q—p)vo (2.18)

21 wi
vy = € V2 = ’
29 w2

considerando

temos os sistemas de equagoes

l—-p ¢ 21 21 l-p ¢ wy w1
p  1—gq) \z Z2 p  l1—gq) \w2 wa
A solucdo encontrada é:
1 1
vi=al=— (9] ¢ vy= . (2.19)
P+q\p -1

Vamos agora finalmente analisar o quao rapido a cadeia converge para o estado 7.

Considere que inicialmente a cadeia encontra-se no estado p(0) = (o, 1 — ), onde v é um parametro.
Se v = 0, entdao p(0) = (0,1) e se e & = 1, entdo p(0) = (1,0). Assim estamos modelando qualquer
estado inicial possivel. Observe que p(0) pode ser reescrito em termos dos autovetores da matriz PT

como

q T_ = q T
p(0) = v, <a p—l—q> Vo =T (a p—|—q> Vs ( )

O estado da cadeia em um tempo ¢ posterior é

p(t) = p(0)P! (2.21)
_ :v; N (a . ﬁq) v;} pt (2.22)
_ :(Pt)T vi+ (a _ p‘-’+q> )7 VQ} ! (2.23)
_ T
- @) s (a - p‘iq) (PT)th} (2.24)
= :1tv1 + (a - piq) (1-g-p) V2} T (2.25)
p(t) =7+ (a= L) (1-p-a)v]. (2.26)

Assim quando t — oo, p(t) — 7 e essa convergéncia serd tao rapida quanto menor for o fator |1 —p—gq|.
Observe também que se o = ¢/(p + ¢q), entdo a cadeia ji se encontra no estado estaciondrio em t = 0 e
portanto p(t) = 7, Vi > 0.

Teorema 2.2. Considere uma cadeia finita, irredutivel e ergédica com matriz de transicao P. Se existem

nimeros nio negativos T = (mo, ... m,) tal que > . m =1 e se Vi, j €
WiPi,j = ﬂij,i, (2.27)

entdo T é a distribuicdo estaciondria correspondente a P.
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Prova: Considere a coluna de indice j de 7P. Usando a equagao (2.27) temos

zn:’ffi.PZ‘J = En:’ﬂ'jpjvi = Ty. (228)
i=1 =1

Portanto 7 satisfaz 7 = #P. Como ), m; = 1, e pelo teorema 2.1, segue que 7 ¢é a tnica distribuicao

estaciondria da cadeia. O

Se uma cadeia obedece a equagio
ﬂ-iPi,j = 7'(']'1:)]'71‘7 (229)

diz-se que a cadeia é reversivel no tempo. A equacao 2.29 é chamada de equagao do balanco detalhado.
Considere agora uma cadeia de Markov reversivel e ergbdica com n estados e com matriz estocastica

P, temos a seguinte proposi¢do que trata da convergéncia da cadeia para o estado estacionario:

Proposicao 2.1. Sejam p(0) a distribuicio inicial da cadeia, \; o i—ésimo autovalor de P, \I/lR e \I/f

0s i—ésimos autovetores a direita e a esquerda respectivamente da matriz estocdstica P. Entdo
n n
P =) NURUL e pt)=7+ ) N(p(0), ¥f)Ul. (2.30)
i=1 i=2

Prova: Ver apéndice B. O

O termo (p(0), ¥1) ¢ a projecdo do estado inicial no autovetor ¥t e que chamaremos de «;(0). Assim

podemos escrever (2.30) como

p(t) =7+ zn: Ma; (0)UF. (2.31)

Como 1 =X > Ay > A3 > -+ >\, > —1, vamos definir A\q, = max{|\;[;2 < i < n} e obter o

comportamento assintético
n

P(t) = 7+ OM\y) D i (0) 0L (2.32)
=2

Percebe-se que quando ¢t — 00, A\ € 0 autovalor que determina a velocidade de convergéncia da
cadeia para o estado estacionério, pois os outros termos da soma vdo a zero mais rapido que (Amaz)t-
Assim se tivermos uma cadeia de Markov com matriz de transicdo P e se de alguma forma for possivel
estimar seu segundo autovalor, seja de forma analitica ou numérica, podemos saber de anteméao a taxa de
convergéncia da cadeia. Isso é de extrema importancia, pois se estamos desenvolvemos um algoritmo cujo
objetivo é transicionar pelos estados da cadeia obedecendo uma distribui¢ao 7, o tempo de convergéncia

para a distribuicao estacionaria 7 possui implicancia direta no tempo de execugao do algoritmo.

2.3 Caminhadas aleatorias em grafos nao direcionados

Seja G = (V, E) um grafo finito, ndo direcionado e conexo. Além disso, o conjunto dos vizinhos de i serd

N(i) e o grau do vértice ¢ serd denotado por d(7).

Definig¢ao 2.10. Uma caminhada aleatéria em G é uma cadeia de Markov cujo espago de estado € V e
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a matriz de transi¢do é
1/d(i), sej e N(3)
Pij= (2.33)
0, caso contrdrio,
ou seja, quando a cadeia estd no vértice i, ela examina todos os vizinhos de v e escolhe um vértice vizinho

com probabilidade uniforme e muda para aquele vértice.
Teorema 2.3. Uma caminhada aleatoria em G converge para a distribuicdo estaciondria 7, onde

d(v)

= J5) (2.34)

Tr'l)

Prova: Primeiro vamos mostrar que 7, é uma distribui¢do de probabilidades. Sabe-se que »_ i d(v) =

d(v 1
dom= 2|(E) = 35 z‘:/d(v) =1. (2.35)

veV veV

2| E|, portanto

Seja P a matriz de transi¢do desta cadeia de Markov. A componente v da relacio 7 = 7P é

_ _ dw) 1 [N(v)] _ d(v)
o= Y TuPuy= Y B T = 2B 25 (2.36)
u€eN (v) u€N (v)

O

Exemplo 2.5. Considere uma caminhada aleatoria sobre o grafo da figura 2.8. A matriz de transi¢io é

dada por:
0 1 L 0 0
2 2
1 1 1
= 0 = = 0
3 3 3
_ |1 1 1 1
P=]_2 - 0 - l
4 4 4 4
0 1 L 0 0
2 2
0 0 1 0 0

e a distribuicao estacionéria é

=1
Il

(2 3 4 2 1>_ (2.37)
12 12 12 12 12

Figura 2.3: Um exemplo de grafo com 6 arestas e V = {1,2,3,4,5,6}.
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2.4 Distancia total de variacao

No exemplo 2.1 foi utilizada a distdncia Euclidiana para medir se duas distribui¢oes estavam préoximas.
Poérém existem outras medidas de distancia mais utilizadas quando se trata de distribuigoes de probabilidades.

Uma delas é a distancia total de variacao (distancia estatistica) definida a seguir.

Definigao 2.11. Sejam p1 e po duas distribuicoes em Q. A distincia de variagdo total entre 1 e po €

i = sollvr = 5 3 la(@) — o). (239)
zeQ

Uma outra forma de escrever a distancia total de variacao entre duas distribuicoes py e ps é dada

pelo lema:

Lema 2.1. Para qualquer A CQ, e pi(A) =3 4 pi(x), i = 1,2, temos
Iy = pallvr = max|p (4) - p2(A)]- (2.39)

Prova: Seja ST C Q o conjunto de estados tais que pi(x) > pa(x) e S~ C Q o conjunto de estados tais
que po(z) > pi(x), ver figura (2.4).

| 5* | s |

Figura 2.4: Lembrando ST = {z € Q|u1(x) > p2(z)} e S™ = {& € Qua(z) > pi(z)}. A regido I possui
drea p11(ST) — p2(S™) e a regido I possui drea pa(S™) — pu1(S™). A é4rea abaixo das curvas p; e us deve
ser 1, portanto a area das regides I e II s3o iguais e valem ||u1 — po|lvr.

Percebe-se que

max 1 (A4) = p2(4) = p1(S7) = pa(ST) (2.40)
max p2(A) = pa(A) = pa(S7) — p2(S7) (2.41)

Como 1 e g sao distribuigdes de probabilidade, temos que

1= @)= > m@)+ Y @) =p(ST) +p(S™) = pa(ST) + pa(S7), (2.42)
zeS reSt TES—
entao
11(ST) = p2(S*) = p2(S7) — (7). (2.43)
Portanto

max |11 (A) = pa(A)] = [ (ST) = pa(ST)] = [p2(S7) = (57| (2.44)
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2max|p(A4) = pa(A)] = ua(S7) = p2(ST)| + |ua(57) = pa(57)]

= > | (z) — pa(a)] (2.45)

€N
=2|p1 — pellvr.
Onde a tltima igualdade foi obtida de (2.38). Finalmente

|1 — pollvr = max |11 (A) — pa(A) (2.46)

O

No caso do exemplo 2.4, usando a equagdo (2.26) e (2.38), a distncia total de variacdo entre p(t) e

Té

T —1 xr) — Tlx :1 o — 7(] —p— th X
Ip(t) = lvr =3 3 p(tn) ~ o) = 5 3 (o) a-p-avl@).  an
! a——L |[1—p—gqt va(z
=3 p+q'|1 p—dq ;eﬂl 2(z)] (2.48)
g ot
= | p+q’ L —p—al, (2.49)

onde p(¢,x) denota a z-ésima componente de p(t). A equagdo (2.49) mostra que a distancia total de

variagao entre as duas distribuicoes decresce exponencialmente rapido a medida que ¢t aumenta.

2.5 Tempo de mistura

Agora desejamos saber quantos passos sdo necessarios para que a distribuicdo esteja distante um valor

€ > 0 do equilibrio.

Definicao 2.12. Dado € > 0, o e—tempo de mistura 7. é o menor t tal que para qualquer distribuicdo

inicial p(0), a distancia até a distribuicio de equilibrio é no mdzimo €, ou seja
Te = min{t;m(%))c lp(t) — 7|lvr < €} (2.50)
p

A figura (2.5) mostra um exemplo de decaimento da distdncia entre as distribuicdes p(t) e # como
fungdo do tempo t. O tempo de mistura estd indicado pelo tempo onde a distdncia entre as duas

distribuicoes alcanca e.
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Ip(t) — =

Figura 2.5: Distancia ||p(t) — 7|l como fun¢do do tempo. A regido em cinza mostra que a cadeia alcangou o
estado estaciondrio (com um erro de no maximo €).

Para amostrar o espaco de estados em tempo razoavel, desejamos que o tempo de mistura seja
polinomial no tamanho da entrada m do algoritmo.

Neste caso dizemos que o tempo de mistura é
polinomial.



CAPITULO 3

AMOSTRAGEM E CONTAGEM

Neste capitulo sera mostrado como utilizar aleatoriedade para resolver problemas computacionais. No
caso mais simples, utilizaremos o método de Monte Carlo para calcular o valor da constante m. No caso
mais elaborado, serd mostrado como unir o método de Monte Carlo e cadeias de Markov para efetuar
amostragens. Serdo definidos algoritmos de aproximac¢do FPRAS e de amostragem FPAUS e por ultimo

serd mostrado um caso que exemplifica a equivaléncia entre essas duas classes de algoritmos.

3.1 Meétodo de Monte Carlo

Suponha que desejamos estimar numericamente o valor da constante w. A area de um circulo de raio

2 = 7. Assim o valor de 7 é

w=4/01f(x)dx=4/olmczx, (3.1)

r=1valenr

onde f(x) = /1 — x? representa a parte que fica no primeiro quadrante de um circulo de raio unitério,

conforme mostra a Figura (3.1).

f(x)

0,2) 1.1)

(0,0) 1.0)

Figura 3.1: Fun¢do f(z) = V1 — 2.

A constante 7 serd estimada da seguinte maneira: seja (z,y) um ponto escolhido aleatoriamente, onde

21
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x e y sdo escolhidos no intervalo [0, 1].
Em um dado sorteio do ponto (z,y), considere i € [1,m] a varidvel que indexa o sorteio e m o nimero

de sorteios. Vamos definir a varidvel aleatéria Z; como

1, sea?+4y%2<1
Z; - v (3.2)

0, caso contrario.

Z; conta o nimero de pontos que cafram abaixo da curva f(x). A probabilidade de um ponto cair abaixo

da curva f(z) é
(3.3)

Considere W = """ | Z;, temos que

E[W]=E

4 4
T mW mi:gl (3.5)

Uma pergunta que surge neste ponto é quao grande deve ser m para que W' seja uma “boa” estimativa
de 7?7 De maneira mais formal, desejamos saber Pr(JIW' — 7| > em) para um dado e arbitrario. Para

responder isso, vamos relembrar do limitante de Chernoff.

Teorema 3.1. Sejam X1, Xs,..., X, experimentos de Poisson independentes, X = Z:‘l:1 X, ep=
E[X]. Para 0 < e <1 temos que

Pr(|X — ul > ep) < 2exp(—pe®/3). (3.6)

Prova. Ver [1]. O

Aplicando este limitante ao nosso problema, obtemos

Pr(IW” — |  em) = Pr (jW — 7] = <)
= Pr(|W — E[W]| > mE[W]) (3.7)

< 2exp(—mme®/12).

Portanto, a probabilidade da estimativa de 7 estar errada cai exponencialmente rapido quando aumentamos
o numero de amostras m.

Vamos definir de forma mais geral uma classe de algoritmos de aproximacao:

Defini¢ao 3.1. Um algoritmo aleatorizado fornece uma (e,0)-aproximagio para um valor V se a saida
X de um algoritmo satisfaz:
Pr(| X —V|<eV)>1-46. (3.8)

No exemplo anterior, temos uma (e, §)-aproximagio para 7. Escolhendo m suficientemente grande,

temos
2exp(—mme?/12) < 6, (3.9)
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o 121In(2/6
> 12102/0)

. (3.10)

Usando novamente o limitante de Chernoff, vamos agora generalizar a ideia de (e, §)-aproximagio e

relacionar o nimero de amostras m com a qualidade da aproximacao.

Teorema 3.2. Sejam X1, Xo,...,X,,, varidveis aleatérias, com p = E[X;]. Se m > 31In(2/5)/(ue?),

entao
1 m
P — X; —

ou seja, m amostras fornecem uma (€, d)-aprozimacio para .

> eu) <6, (3.11)

Prova: Ver [1]. O

3.2 FPRAS e contagem

No caso mais geral, desejamos um algoritmo que receba como entrada uma instancia x e fornega uma
aproximacgdo V(z) para um problema. Por exemplo, z é um grafo G e V(G) é o niimero de conjuntos

independentes deste grafo.

Definicdo 3.2. Um FPRAS (fully polynomial randomized approximation scheme) para um problema é
um algoritmo aleatorizado para o qual, dado uma entrada T e quaisquer parametros € >0 e0<J <1, o
algoritmo tem como saida uma (€, 6)—aprozimagio para V(x) em tempo polinomial em 1/¢, In(1/6) e no

tamanho da entrada x.

Vamos agora ver duas aplicacoes de FPRAS no problema de contagem de clausulas na forma normal
disjuntiva. Seja C; uma clausula conjuntiva com [; literais e considere que existem n varidveis z;. Uma

férmula F' estd na forma normal disjuntiva FND se ela é uma disjuncao de clausulas conjuntivas:
F=CivCy--- V(Y (3.12)

como por exemplo
F=(z1 ANTaAx3)V (xa Axyg) V (1 A3 A 2y). (3.13)

Considere o seguinte problema: desejamos saber de quantas maneira a férmula F' pode ser satisfeita.
Este problema pertence a classe #P—Completo [1]. Outros problemas que pertencem a esta classe
incluem: contar o nimero de ciclos Hamiltonianos em um grafo e contar o niimero de emparelhamentos

perfeitos em um grafo bipartido.

3.2.1 Monte Carlo para contagem FND - abordagem simples

Para resolver este problema, vamos usar uma abordagem semelhante aquela usada no céalculo do .
Naquele caso foram gerados pontos de maneira uniforme em um quadrado de 1 X 1 e contado a fragao
destes pontos que caem dentro do circulo e assim foi estimado o valor de 7. Agora vamos gerar atribuigoes
aleatérias para as n varidveis e ver para quantas dessas atribuigoes a formula F' é satisfeita. Vamos mostrar
que esta abordagem nao ¢é a mais adequada.

Seja ¢ (F) o nimero de formas que a férmula F' pode ser satisfeita. O algoritmo 1 apresenta uma

aproximagao para c (F).
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Algorithm 1 Algoritmo de contagem FND

Entrada: Uma férmula F' com n varidveis
Saida: Y = aproximacao para c (F)
1: procedure CONTAGEMEFND

2: X <+0

3: for k=1 até mdo

4: Gere uma atribuigdo aleatdéria para as n varidveis escolhida uniformemente
dentre as 2" possibilidades.

5: if F =1 then

6: X+ X+1

7: return Y +(X/m) 2"

Seja X igual a 1 se a k—ésima iteracdo do algoritmo produz F = 1 e X}, igual a 0 caso contrario.
Portanto X é uma varidvel aleatéria que recebe valor 0 ou 1. A probabilidade de X}, receber o valor 1
épy =c(F)/2". Seja X =, Xj, entdo o valor esperado para a saida Y do algoritmo é

E[X]2" 2" &
E[Y] = L = — E[X;] = c(F). (3.14)

m m
k=1

Usando o Teorema 3.2 e fazendo p = ¢ (F')/2™, vemos que Y fornece uma (e, §)-aproximagio para c (F')

quando

L 32" n(2/3)

3.15
e2¢(F) (3.15)
Para analisar a ordem de grandeza de m, vamos dividir em 2 casos
1. ¢(F) = 2" /a(n), onde a(n) é um polindémio. Neste caso m se reduz a
3a(n)In(2/9)
m > SR _ o 1 je (1) (3.16)
onde g(n,1/e,In(1/4)) é uma func¢do polinomial em n, 1/¢ e In(1/4).
2. ¢(F) =~ a(n). Assim m é

m > g(n,1/e,In(1/0))2". (3.17)

Neste caso é necessdrio um nimero exponencial de amostras (e também um tempo exponencial de

execugao), proporcional a 2.

Como exemplo trivial deste ultimo caso, considere F' = x1 A --- A x,, que possui 2" possibilidades

de atribuices para as variaveis, mas apenas uma solugao.

Assim por exemplo se ¢ (F) é polinomial em n, n? ou n3, serd necessdrio um nimero exponencial de

execugoes do algoritmo para estimar ¢ (F') e diferenciar estes 3 casos.

O problema com essa amostragem é que conjunto de todas as atribuigoes que satisfazem F' pode nao
ser denso o suficiente quando comparado com o conjunto de todas as atribuigoes possiveis.

Uma forma de resolver este problema é selecionar um subconjunto U (menor) do conjunto de todas as
valoragoes possiveis. Este conjunto U pode ser escolhido seguindo algum critério ou propriedade especifica.
Se as amostras que satisfazem F forem densas o suficiente em U, o algoritmo pode funcionar corretamente
dentro de determinada precisdo e ainda executar em tempo polinomial (ver préxima subsecio).

Pode-se ainda realizar uma amostragem onde coletamos mais dados em regides do espaco amostral
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com maior importancia ou de acordo com determinada distribuicao de probabilidade, como serd visto na
préxima segdo (MCMC).

3.2.2 Monte Carlo para contagem FND - abordagem refinada

Para otimizar o algoritmo visto na se¢do anterior, vamos construir a Tabela 3.1. As linhas desta tabela
indicam as t clausulas da férmula F'. As colunas sdo todas as atribuigoes que satisfazem F. Se a clausula

C; é satisfeita pela atribuicdo aj, entdo existe um 1 na posicdo (4, ) da tabela e 0 caso contrario.

aj a as N ap
alo (M) o ... o0
G| () 0o 0 ... 0
cGlo 10 ... (D

gl 1 o0 (O ...o1
Tabela 3.1: Listagem de todas as atribuicGes que satisfazem a férmula F. Se a clausula C; é satisfeita pela

atribuicdo a;, entdo existe um 1 na posi¢do (i,7) da tabela e 0 caso contrario. O primeiro 1 de cada coluna
esta indicado com um circulo.

Perceba que mais de uma atribuicdo pode satisfazer uma determinada cldusula. Por exemplo, se
C1 = 1 Axo, entdo a atribuicdo a; = (z1,22,...,2,) = (1,1, 2,..., 2") satisfaz C1, independente do valor
de z. De forma mais geral, se C; possui [; literais, entdo existem 2"~ atribuicdes que satisfazem Cj.
Além disso, para uma dada atribuicdo a;, pode acontecer também de vérias cldusulas serem satisfeitas.

Seja S¢, o conjunto de todas as atribuicoes que satisfazem a cldusula i. Neste caso |S¢,| é o ntumero

de "uns” na linha ¢ da tabela. Vamos definir o conjunto U, cujos elementos (i, a) fornecem o par cldusula

e atribuigdes que satisfazem a cldusula (e portanto satisfazem F)
U={(i,a)]l<i<tea€Sc} (3.18)

Observe que |U| é o ntimero total de "uns” da Tabela 3.1. Perceba também que se tivermos a quantidade

de "uns” |S¢,| da linha ¢, podemos somar sobre todas as linhas e encontrar |U|, ou seja
t
Ul =>_ 5.l (3.19)
i=1
A quantidade que desejamos estimar é

(3.20)

Como pode existir uma atribuicdo a; que satisfaz mais de uma cldusula, por exemplo C; e C, © # k,
teremos dois elementos distintos em U: (4, a;) e (k, a;), mas na unido acima teremos apenas um elemento
a;, entdo c(F) < |UJ.

A férmula (3.20) diz que se uma atribuicdo satisfaz mais de uma cldusula, ela deve ser contada apenas
uma vez, portanto o niimero ¢(F) que estamos buscando é a quantidade de “uns” circulados na Tabela
3.1, ou seja | = ¢(F).
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Para estimar ¢(F') vamos definir o subconjunto S com tamanho ¢(F') escolhendo o elemento (i,a) € U

com o menor indice i, ou seja, S é o conjunto dos “uns” circulados na Tabela 3.1. Formalmente, S é
S={(i,a))1 <i<tacSc,a¢ Sc, para j <i}. (3.21)

Para realizar a amostragem e estimar |S|, vamos utilizar o método de Monte Carlo, semelhante ao
exemplo da estimativa do w. Considere que o espaco de amostragem sdo todos os “uns” da Tabela 3.1
(conjunto U). Vamos amostrar m “uns” e contar quantos deles estdo circulados, este serd o valor X.

Resumindo:

e |S]: Total de “uns” circulados na tabela..
o |U|: Total de “uns” na tabela.
o X: Total de “uns” circulados amostrados.

e m: total de “uns” amostrados.

Para amostrar uniformemente em U, primeiro escolhemos uma cldusula C; com probabilidade proporcional

ao nimero de atribuicdes que satisfazem C;, ou seja, com probabilidade proporcional a |S¢;,|:

[Se:.l 15|
ZZ:l |SC1 |U|

Em seguida escolhemos uma atribuicao aleatéria que satisfaz C;. Isso pode ser feito determinando o

Pr(escolher C;) = (3.22)

valor das [; variaveis que satisfazem C; e escolhendo aleatoriamente os n — [; literais restantes. Assim a

probabilidade de escolher o par (C;,a;) é

Pr (escolher (C;,a;)) = Pr(escolher C;).Pr(escolher a;|C; foi escolhida)

~|Se,] 1

BCREEN (3.23)
1

~op

que é uniforme. Neste caso quando o nimero total m de amostras é grande, a seguinte proporgao é

verdadeira, X 5|
— 3.24
como c¢(F) = |5, N
o(F) = EW‘ (3.25)

Diferente da se¢ao anterior onde o conjunto das atribuigdes que satisfaziam F nao era denso o suficiente no
conjunto total de amostragem, aqui o conjunto S é denso em U (pois ¢ ndo é exponencialmente grande.
Caso fosse exponencialmente grande, a férmula F' seria facilmente satisfeita e cairifamos no caso 1 na
andlise do final da se¢do anterior). A Tabela 3.1 possui |S|t elementos e |U| ”uns”, portanto

15| 1

1S.t > |U| = TiZT (3.26)

A implementacdo desta amostragem é mostrada no Algoritmo 2.

Teorema 3.3. O Algoritmo 2 fornece uma FPRAS para o problema da contagem DNF quando m =

[3t In(2/6)/€*].
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Prova: Pela equagéo (3.26), a probabilidade de um “um” escolhido em U estar em S é pelo menos 1/¢.
Considere € > 0, 6 > 0 e m = [3t In(2/6)/€*]. Entdo m ¢ polinomial em ¢, 1/€ e In(1/8) e o tempo de
processamento de cada amostra é polinomial em ¢. Usando o Teorema 3.2, obtemos que X/m fornece

uma (€, §)—aproximagdo para ¢(F')/|U| e portanto Y fornece uma (e, §)—aproximagao para c(F). O

Algorithm 2 Algoritmo de contagem FND otimizado

Entrada: Uma férmula F' com n variaveis
Saida: Y = aproximacao para ¢ (F')
1: procedure CONTAGEMFNDO

2: X<+0
3: for k=1 até m do
4: Com probabilidade |S¢,|/|U| escolha a clausula C;. Em seguida gere uma

atribuig8o aleatéria a; tal que Cj(a;) =1.

5: if Se ¢ for o menor indice tal que C;(a;) = 1 then
6: X+ X+1
7: return Y « (X/m) |U]

3.3 Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMCQ)

Suponha que desejamos calcular o valor esperado de uma fungao g(z), de acordo com uma distribuigao
de probabilidades f(z)

Ejlo(a)] = [ flalg(ode (3.27)

Este valor esperado pode ser aproximado amostrando valores x5 de acordo com a distribuigdo f(x) e
em seguida calculando a média sobre os valores g(z) [11]. Neste caso uma aproximagio para o valor
esperado é
1N
Ef(a:) [g(x)] ~ N Zg(xs)v (328)
i=1
onde
xs ~ f(x), (3.29)

ou seja, = é amostrado de acordo com a distribuigdo f(x). Esta amostragem acima poderia ser feita
pelo método de Monte Carlo visto anteriormente. Porém quando o nimero de dimensées aumenta, a
amostragem comeca a se tornar inviavel, pois a quantidade de pontos que devem ser amostrados crescem
exponencialmente com o nimero de dimensdes [11]. Além disso, em muitos casos ndo conhecemos f(x)
exatamente, mas uma funcdo f(z) proporcional a f(z) [6], denotaremos como f(z) o f(z). Isso quer
dizer que 3k € R tal que f(z) =k f (z). A constante k pode ser por exemplo o inverso de uma constante

de normalizacéo ¢ de f(x) dada por
f(z) = =f(2), onde c= / f(z)dx (3.30)
zeX

essa constante garante que [ + f(x)dr = 1. O motivo de ndo conhecermos a constante de normalizacao
acima é que em muitos casos X ¢é exponencialmente grande, por exemplo X o« 2", onde n é alguma
variavel do sistema, tornando invidvel o cdlculo de ¢. A pergunta que surge é: como calculamos o valor
esperado na equacao (3.27) apenas com f (2)? Veremos isso com o método MCMC.

O MCMC é uma ferramenta geral para amostrar um conjunto de dados de acordo com uma distribuigao
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de probabilidade especifica. E um método de Monte Carlo, onde as amostras sio obtidas por meio de
uma cadeia de Markov. A ideia bésica é definir uma cadeia de Markov ergddica cujo espaco de estados
Q) é o espaco que desejamos amostrar e cuja distribuicdo estacionaria 7w é distribuigdo de probabilidade
f(z). Desejamos que o tempo gasto amostrando determinadas regides seja proporcional & probabilidade

estacionaria dessas regides.

3.3.1 Algoritmo de Metropolis-Hasting
Lembrando que uma cadeia de Markov tem uma tnica distribuicao estacionaria se:

o A distribuicao estacionaria existe: considere uma cadeia em que cada transicdo é reversivel, assim
para todo par de estados x e y, a probabilidade de estar em x e transicionar para y é igual a
probabilidade de estar em y e transicionar para x, ou seja m, P, , = m,FP, .. Esta condicdo ¢

suficiente mas ndo necessaria para a existéncia da distribuic¢do estacionéria.

A distribuicao é unica: isto é garantido para uma cadeia ergddica, ou seja: (i) a cadeia é aperiédica
(o sistema nao retorna para o mesmo estado em intervalos fixos) e (ii) a cadeia é positivo recorrente

(retorna para qualquer estado em um tempo finito de transicoes).

Usando a equagao do balango detalhado para cadeias reversiveis temos
T Ly = Ty Py, (3.31)

podemos reescrever esta equagdo na forma

Py my

— = =, 3.32

P (3.32)
Vamos decompor a probabilidade de transi¢do em duas partes: (i) h(y|x), que é a probabilidade condicional
de propor um novo estado y, dado o estado atual x e (ii) a(x,y), que é a probabilidade de aceitacao do

novo estado y. Assim escrevemos a probabilidade de transi¢do como
Py = h(ylz)a(z,y). (3.33)

Neste caso a equagdo (3.32) fica
a(y,z)  m h(ylz)

Uma escolha comum para a probabilidade de aceitagdo que satisfaz a equacao acima é

— min (1. e Pz]y)
a(z,y) = < Iy h(ylx)) : (3.35)

Para mostrar que (3.35) satisfaz (3.34), considere dois casos:

1. myh(z|y) > mzh(y|z). Neste caso

a(e) =1 e afy.s) = =D (3.30
e portanto
afz,y) _ my hzly) (3.37)
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2.

myh(z|ly) < mzh(y|z). Neste caso

e ay,x)= (3.38)

e portanto
a(z,y) _ my h(zly)
= — . 3.39
aly.e) ~ 7 hlyla) (339

O Algoritmo de Metropolis-Hasting é descrito a seguir para uma varidvel aleatéria continua, ver [11].

Seja f(z) uma funcdo de distribuicdo de probabilidades (PDF - Probability Distribution Function) de

onde desejamos amostrar e definida em um dominio D . O algoritmo Metropolis-Hasting é o seguinte:

1.

Escolha uma PDF h(u|z) definida no dominio D. A fun¢do h(u|z) escolhida é chamada de fungio
distribuigao de proposta. Dado a posicao atual x, o ponto v é um vizinho préximo de x e candidato
para substitui-lo, sujeito & PDF h(u|xz). Esta PDF estd condicionada a x, mas isso nem sempre é

necessario.

Escolha um valor inicial x; com ¢ = 1, no dominio D. Este valor inicial ndo deve ser um valor
altamente improvavel. O valor inicial deve estar numa regido com pontos mais provaveis de ocorrer,

de acordo com f(z).
Amostre um valor u; de h usando algum procedimento apropriado.

Calcule a razdo R, que é conhecida como razao de Metropolis ou razao de Hasting.

oy ) i)
R(x,u;) ) hlals) (3.40)

Defina
ax;,u;) = min [1, R(z;, u;)] . (3.41)

e amostre um valor p de uma PDF uniforme no intervalo [0, 1].

Aceite o valor proposto u; com probabilidade a ou rejeite com probabilidade 1 — «, ou seja,

u;, sep<a«
x;, caso contrario.

Substitua ¢ por ¢ + 1 e repita os passos de 3 a 7 até que todas as amostras desejadas tenham sido

amostradas.

Resumidamente, dado um ponto z;, é sorteado aleatoriamente um novo ponto u; na vizinhanga de z;. O

ponto ;41 torna-se w; com uma probabilidade de aceitagdo min[l, f(u;)f(x;)/(h(2zi|u;)h(ui|z;))] (caso

contrdrio, x;11 fica com o valor antigo x;). O seguinte exemplo ilustra com mais clareza como funciona

este algoritmo.

Exemplo 3.1. Metropolis-Hasting para amostrar uma fungdo distribuicao de probabilidade

Considere que desejamos gerar amostras de acordo com a fungio f(x) o 0.3¢=0-2" 4 (.7¢=0-2(z-10)*,

Observe que nao ¢é necessario saber a constante de normalizagdo de f(x), pois em R(x;|u;) aparece

a razdo entre f(u;) e f(z;). Considere que a fungdo de proposta é uma distribuigdo normal dada por
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h(u;|z;) = N (24, 100). Isso significa que para cada z;, 0 novo ponto proposto u; ¢ escolhido de acordo com
uma distribui¢do normal com varidncia 100 em torno do ponto z;. A Figura (3.2) mostra os histogramas

dos pontos amostrados para ¢ = 100, 500, 1000 e 5000 iteracoes.

0.15

0.1

0.05

i=100

0.15

01

0.05

0 10

i=500

l
| (

[

0.15

0.15 III

T

01 i=5000

Figura 3.2: Distribuicdo alvo f(x) e histograma das amostras obtidas por MCMC para ¢ = 100, 500, 1000 e
5000 iteragdes. Extraido de [6].

o'=100

Figura 3.3: Amostragens obtidas usando o algoritmo Metropolis-Hasting com funcdo de proposta Gaussiana
e diferentes varincias (tamanho do passo na caminhada aleatéria). Extraido de [6].

A Figura (3.3) mostra a caminhada aleatéria no espago de amostragem utilizando diferentes tamanhos
de passos (varincia da fungdo de proposta). Observe que quando o passo é muito pequeno, a caminhada

aleatéria nao consegue caminhar por todo espaco de amostragem e o histograma dos pontos obtidos difere
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da distribuigdo f(z). Quando o passo é muito grande (varidncia alta), a caminhada aleatéria também
nao consegue amostrar corretamente f(x).

Um caso particular do algoritmo Metropolis-Hasting é o algoritmo de Metropolis. O algoritmo
Metropolis realiza uma caminhada aleatoria simétrica sobre os estados. Neste caso a funcao de proposta

h é simétrica, ou seja, h(u;|z;) = h(z;|u;) e a razdo R torna-se

f(ui)
flxs)

Rz, u;) = (3.43)

Os algoritmos Metropolis-Hasting e Metropolis geram uma cadeia de estado onde o préximo estado
depende apenas do estado atual e nao dos anteriores, entdo por isso eles sdo processos de Markov.
Combinando isso com o fato de que as novas posi¢oes sao escolhidas usando um método do tipo Monte
Carlo, obtemos o nome do método Monte Carlo via Cadeias de Markov comumente conhecido pela sigla
em inglés MCMC.

3.4 Amostragem de conjuntos independentes

Vamos agora aplicar o método MCMC em um caso discreto: amostragem de conjuntos independentes em
um grafo G = (V, E).

Seja z € Q2 um estado da cadeia. O conjunto de estados alcangaveis a partir de  em uma transigio é
representado pelos vizinhos de x, denotado por N(z). Além disso, vamos adotar a restrigdo y € N(z) <
x € N(y). Nao confundir N(z) com os vizinhos de um vértice v € V. O espago de estados §2 da cadeia séo
todos os conjuntos independentes do grafo G, ou seja, se I, € um conjunto independente no grafo G, entao
I, é um estado em (). Para definir as transi¢oes, poderiamos fazer uma caminhada aleatéria no espaco de
estados (), mas a distribuicdo de probabilidade 7, estaciondria de uma caminhada aleatéria em um grafo
é proporcional ao grau do vértice z. O que desejamos na realidade é que a distribuicao de probabilidade
estaciondria tenha uma forma qualquer 7, = b(x)/B, onde Vo € Q, b(z) >0e B =) ., b(z) (fator de
normalizacao) deve ser finito.

Como visto no algoritmo de Metropolis-Hasting, nao é necessario conhecer o fator de normalizagao,
pois o algoritmo depende apenas das razoes da fungao de distribui¢ao para dois pontos diferentes, portanto

nao é necessario conhecer o valor de B. As transigoes de estados é dada pelo seguinte lema:

Lema 3.1. Para um espago finito Q e uma vizinhanca N = {N(z)|z € Q}, seja N = max |N(z)| e seja
M qualquer nimero tal que M > N. Para todo x € Q, seja w7y, > 0 a distribui¢io desejada no estado

estaciondrio. Considere uma cadeta de Markov onde:

(1/M)min[l, 7, /7] sex#y ey € N(z),
P,y=140 sex#£yeyé¢ N(x), (3.44)

1—=3 sy Pry sex =y.

Se esta cadeia € irredutivel e aperiddica, entdo m, é a distribuicdo estaciondria para x.

Prova: Vamos mostrar que a cadeia é reversivel, ou seja (Teorema 2.2) m; P; j = m;P;; e concluir que 7,
é a distribuicado estacionéria.

Para qualquer = # y, se m, < m, entdo P, , = 1/M e Py, = (1/M)m,/m,. Neste caso temos que
5 Pyy = myPy .. Por outro lado se m, > m,, entdo P,, = (1/M)n,/7; ¢ P,, = 1/M e portanto

T Pry = Ty Py . Assim segue pelo Teorema 2.2 que 7, é uma distribuigdo estacionaria. O
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Exemplo 3.2. Amostragem com probabilidade proporcional ao tamanho do conjunto independente

Como um exemplo de aplicacdo, suponha que desejamos criar uma cadeia de Markov, onde na
distribuicao estacionaria, cada conjunto independente I, seja amostrado com uma probabilidade proporcional
a A=l onde A\ > 0 é uma constante, ou seja, 7, = A’=!/B, onde B = D en Al Quando A =1 a
distribuicdo é uniforme. Se A > 1, conjuntos independentes maiores tém maior probabilidade de serem
amostrados que conjuntos independentes menores. Para A < 1, os conjuntos independentes menores tem
maior probabilidade de serem amostrados que conjuntos independentes maiores.

Considere a cadeia de Markov, cujos estados sdo conjuntos independentes do grafo G = (V, E). Temos

o seguinte procedimento
1. Xy é um conjunto independente em G.
2. Para calcular X ;:

(a) Escolha um vértice v aleatoriamente em V.

(b) Sewv € X, faga X;11 = X; — {v} com probabilidade min(1,1/)).

(¢c) Se v ¢ X; e se adicionando v a X; ainda fornece um conjunto independente, entdo faca
Xi+1 = X; U{v} com probabilidade min(1, \).

(d) Caso contrério, faga X;11 = Xj.

Este procedimento tem basicamente duas etapas, primeiro é escolhido um vértice uniformemente com
probabilidade 1/M = 1/|V|. A seguir, considerando x como estado atual e y como estado proposto, o
vértice é aceito com probabilidade min[1, 7, /7,], pois se estamos adicionando um vértice, |I,| = |I,|+1e
Ty /e = Aul=lel = X que concorda com a etapa 2(c). Se estamos removendo um vértice, |I,| = [I,|—1e
Ty /Ty = AMyl=llzl = \=1 que concorda com a etapa 2(b). Considerando estas duas etapas, de selecionar

um vértice com probabilidade 1/M e aceita-lo com probabilidade min[1, m, /7], temos
.
Paxy = M mln(la ﬂ-y/ﬂ-ac)7 (345)

que concorda com o Lema 3.1 acima.

3.5 FPAUS e amostragem

Definic¢ao 3.3. Seja w a saida (aleatéria) de um algoritmo de amostragem para um espago de amostragem
finito Q. O algoritmo de amostragem gera uma amostra e—uniforme de Q se, para qualquer subconjunto
S de Q,

Pr(w e S) — ||g| <e. (3.46)

Um algoritmo de amostragem é FPAUS (fully polynomial almost uniform sampler) para um problema
se, para uma entrada x e um parémetro € > 0, ele gera uma amostra e—uniforme de Q(z) e executa em

tempo que € polinomial no tamanho da entrada e In(e™1).

A definicdo acima pode ser vista em termos da distdncia total de variacdo como: um algoritmo de
amostragem retorna uma amostra e—uniforme se e somente a distribuicao de saida D e uma distribui¢ao

uniforme U em  diferem por uma distancia de no maximo € [1], ou seja

ID-U| <e. (3.47)
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Vamos agora ver um caso exemplificando que é possivel construir um algoritmo de contagem baseado

em um algoritmo de amostragem, caso ele exista.
Exemplo 3.3. FPRAS para contar o numero de conjuntos independentes

O objetivo aqui é mostrar que dado um FPAUS para conjuntos independentes, podemos construir um
FPRAS para contar o nimero de conjuntos independentes. Considere G um grafo com m arestas e seja
e1,€s,...,en uma ordenacao arbitraria das arestas. Seja F; o conjunto das primeiras i arestas de F e
G, = (V,E;). Note que G,,, = G e G;_1 é obtido de G; removendo uma aresta.

Seja Q(G;) o conjunto dos conjuntos independentes em G;. Podemos expressar o niimero de conjuntos

independentes em G como

QG)| = X X oo X ————= X |Q(Go)]. 3.48
D= 1G] ™ 100G Gl < 1) 24
Como Gy néo possui arestas e cada vértice é um conjunto independente, entdo |Q(Goy)| = 2". Para

estimar |Q2(G)| precisamos estimar as razoes

12(G:)]
Ty = ————. 3.49
(e (349)
Seja 7; e estimativa de r;. A estimativa de |Q(G)] é
2" [ 7 (3.50)
i=1
enquanto que o valor real é
@) =2"]r: (3.51)
i=1
Para estimar corretamente a quantidade acima, devemos limitar o erro na quantidade
R= —. 3.52
(352)

i=1

Para obter uma (e, §)—aproximacio, vamos limitar o erro por meio de Pr(JR — 1| <€) <1 —4 e para isso

usaremos o seguinte Lema

Lema 3.2. Suponha que Vi,1 <i < m, 7; é uma (e, §)—aproximagdo para r;, entio

PrR—1]<e) <1-96 (3.53)
Prova: Ver [1]. O

Portanto tudo o que precisamos é um método para obter uma (€, d)—aproximacio para r;. Isso é
obtido com o método de Monte Carlo que usa FPAUS para amostrar conjuntos independentes em G
(Exemplo 3.2 com A = 1). Para estimar r;, amostramos conjuntos independentes em G,_; e calculamos

a fracdo deles que sdo também conjuntos independentes em G;, como mostrado no Algoritmo (3).
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Algorithm 3 Estimativa de r;
Entrada: Grafos G;—; = (V,E;_1) e G; = (V, E;)
Saida: 7; ~ r;

1: procedure ESTIMA r;

2 X<+0

3 for k=1 até M = [1296m?c~2In(2m/J)] do

4: Gere uma amostra z (¢/6m)—uniforme de Q(G;_1).
5 if z € Q(G;) then

6 X+ X+1

7 return 7; <X/M

Lema 3.3. Param > 1¢e0 < € < 1, o procedimento para estimar r; fornece uma (e/2m, 6 /m)—aprozimacio

para r;
Prova: Ver [1]. O

O niimero de amostras M é polinomial em m, € e In(6~!) e o tempo para cada amostra é polinomial

no tamanho do grafo e em In(e~!), portanto temos o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Dado um FPAUS para conjuntos independentes em qualquer grafo, podemos construir um

FPRAS para o nimero de conjuntos independentes em um grafo G.

Para uma teoria mais detalhada da reducdo de um FPAUS para FPRAS, ver [12].



CAPITULO 4

TECNICAS PARA LIMITAR O TEMPO
DE MISTURA

Cadeias de Markov possuem diversas aplicagoes em diversas dreas e muitas vezes os algoritmos sdo até
simples de serem desenvolvidos. O problema é que em muitos casos, ndo sabemos qual é o tempo de
mistura da cadeia. Assim, este capitulo tem o objetivo de mostrar duas técnicas que sdo normalmente
utilizadas para limitar o tempo de mistura. Na pratica, muitas vezes é complicado de aplicar estas
técnicas e provar que a cadeia possui um tempo de mistura de acordo com o desejado. Mesmo assim,
estas técnicas sdo tradicionais e servirao para fortalecer a base e desenvolvermos mais a nossa intuicao a

respeito de cadeias de Markov.

4.1 Acoplamento de cadeias de Markov

Acoplamento de cadeias de Markov é utilizado para determinar a convergéncia da cadeia. A ideia é criar
duas copias da cadeia de Markov que iniciam em estados diferentes Xo = = e Yy = y e evoluem em
paralelo. O acoplamento é uma forma inteligente de fazer as duas cadeias convergirem uma para a outra.
Com isso podemos criar um limitante para a taxa de convergéncia da cadeia e assim serd possivel saber
quando é seguro amostrar dados que seguem a distribuicao estacionaria.

Uma propriedade do acoplamento é que se as duas copias alcancaram o mesmo estado, entao elas
permanecerao transicionando para os mesmo estados em todos os tempos posteriores [13]. Além disso,
se em um determinado tempo as duas cadeias alcangaram o mesmo estado, entao podemos concluir que
elas “esqueceram” o estado inicial. Se isso é verdade para todos os estados iniciais = e y, entdo temos
certeza que o estado inicial foi realmente “esquecido” e portanto os estado X; sdo realmente aleatorios.

Um acoplamento de uma cadeia de Markov (Q,P) é uma cadeia de Markov com estados Z; = (X3, Y;)

no espaco 2 x € tal que

Pr(Xt_H = I'/|Zt = (l’,y)) :Pr(Xt+1 = I/|Xt = SC) = P’I,‘,l‘/ (41)
PriYips = y/|Ze = (z,y)) =Pr(Yep = ¢V = y) = Py, (4.2)

35
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ou seja, X e Y; s@o cadeias em (2, P). Sejam py(z), py(y) e ¢.(z,y) as distribuicdes das variaveis X,
Y e (X,Y) respectivamente. O acoplamento destas duas cadeias (cujos estados no tempo ¢ sao varidveis
aleatérias) ¢ uma distribuigdo conjunta ¢,(z,y) que possui p;(x) e p,(y) como distribuigdes marginais,
ou seja,

pm(m) = ZQZ(xay) € py(y) = Zqz(may)' (43)

Poderiamos fazer ¢, (x,y) = p(2)py(y) que corresponderia a duas cadeias evoluindo de forma independente
no tempo. Mas este ndo é o unico acoplamento possivel. Na verdade podemos escolher qualquer
q:(z,y), desde que mantenha p,(z) e p,(y) como distribui¢des marginais. O que serd feito é escolher

um acoplamento que limite a distancia total de variagao entre as duas distribuigoes.

Lema do Acoplamento 4.1. Seja Z; = (X;,Y;) um acoplamento de uma cadeia de markov em um

espaco de estados ) x Q. Suponha que existe um tempo T tal que para todo x, y € 2,
PF(XT 7é YT|XQ =T, YO = y) S €, (44)

entao
Te <T. (4.5)

Isto quer dizer que, para qualquer estado inicial, a distincia de vari¢do entre a distribuicdo do estado da

cadeia apos T passos e a distribuicdo estaciondria é no mdximo €.

Prova: Considere um tempo T, 0<e<1le AC Q:

PI’(XT S A) = PF(XT cANYT € A) + PF(XT € ANYrp ¢ A) (46)
€
Pr(Yr € A) = Pr(Xp € ANYy € A) + Pr(Xp ¢ AN Yy € A). (4.7)
Portanto
PI’(XT S A) - PI’(YT S A) = PI’(XT € ANYp ¢ A) — PI’(XT ¢ ANYr € A) (48)
= Pr(Xr # Yr) (4.10)

usando a equacao (4.4) e considerando Y = 7, obtemos
Pr(Xr € A) —m(A) <e. (4.11)

Como A é arbitrario, podemos fazer a substituicdo A — 2 — A e obter

Pr(XreQ—A)—m(Q—A) < (4.12)
1-Pr(XreA)—1+7(A) <e (4.13)
ou
Pr(Xr € A) —m(A) > —¢ (4.14)
e portanto

|[Pr(Xr € A) —7(A)| <e. (4.15)
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A equacédo acima é valida para qualquer Xy = z e A, entéo
max [Pr(Xr € A) — 7w(A)| = max ||p.(4) — 7(A)||lvr < e (4.16)

De acordo com a defini¢do de tempo de mistura, 17" > 7. O
Exemplo 4.1. Caminhada aleatoria em um hipercubo.

Para exemplificar o acoplamento, vamos primeiro analisar a cadeia de Markov de uma caminhada
aleatéria em um hipercubo n—dimensional, ver Figura (4.1). Um estado da cadeia em um tempo ¢ é uma
colecdo X; = (x1,...,2,) € {0,1}™. A caminhada aleatéria serd feita de maneira “preguigosa”; ou seja,
com probabilidade 1/2 ficamos no vértice atual e com probabilidade 1/2 caminhamos para um vértice
vizinho. Lembrando que dois vértices estao ligados por uma aresta se seus estados (suas coordenadas)
diferem em apenas 1 posi¢do na colecdo. Para encontrar o estado do tempo t + 1, escolhermos uma
posicao i na colegdo de maneira aleatéria dentre {1,...n} e escolhemos seu préximo valor z dentre {0, 1},

também de maneira aleatéria. Em seguida fazemos z; = z, ou seja, X¢11 = (T1,...,2; = 2,...Zp).
001
101 ,

011
111

100 \/ 010

Figura 4.1: Hipercubo de dimens3o 3. Observe que dois vértices sdo vizinhos se suas coordenadas diferem em
apenas 1 bit.

Para fazer o acoplamento, teremos agora em um tempo ¢ duas cadeias com estados X; = (z1,...2,)
eY; = (y1,-.-yn) que evoluem no tempo de forma dependente. A dependéncia entre elas serd mantida
da seguinte forma: o bit ¢ e o seu novo valor z serd o mesmo para as duas cadeias, ou seja, fazemos
Xey1 = {z1,...,2 = z,...axn} € Yiy1 = {v1,...,9i = 2,...yn}. Apds este passo, as duas cadeias
concordardo no bit ¢ para todos os tempos posteriores. Assim teremos o acoplamento das duas cadeias
apoOs os n bits terem sidos escolhidos.

Quanto tempo leva para ocorrer o acoplamento? A solugao se resume ao problema do colecionador de
cupons: se a cada dia recebemos um cupom e existem n tipos de cupons, quantos dias leva para coletar
pelo menos 1 cupom de cada tipo?

A probabilidade de ndo encontrar um cupom especifico em um determinado dia é (1 —1/n). Assim a
probabilidade de ndo encontrar um determinado cupom apés t dias é (1—1/n)t. Como existem n cupons,
o valor esperado do ntimero de cupons faltantes apés ¢ dias é n(1 — 1/n)*.

Pela desigualdade de Markov, para uma varidvel aleatéria Z, temos que

Pr(Z > a) ElZ]

a

(4.17)
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Considere que Z representa o nimero de cupons que faltam ser coletados:

Pr(Z>0)=Pr(Z>1)<E[Z]=n <1 - :L)t (4.18)

Considerando = 1/n, n > 1 e usando a expansdo em séries de poténcia para In(1 — x) temos

)= —p— < — .
In(1 —x) z- 3 < -z, (4.19)
ou
1l—z<e™™. (4.20)
Portanto
Pr(Z > 0) < ne /. (4.21)

t/n

Escolhendo um ¢ tal que ne™"/™ = ¢ e usando o Lema 4.1, encontramos

Te < nln(neil) = O(nln(n)) (4.22)

para e constante. Portanto esta cadeia de Markov tem um rdpido tempo de mistura.

4.2 Condutancia

Fluxo de probabilidade em cadeias de Markov é muito semelhante a fluxo de eletricidade numa rede
elétrica ou fluxo de dgua numa rede encanada. Se a rede é muito bem conectada, entdo rapidamente
ocorre fluxo de probabilidade para todos os estados da cadeia e o estado estacionério é alcangado. Por
outro lado, se existem muitos gargalos na rede, entao existirao regioes com fluxo de probabilidade muito
baixa e pode acontecer de levar muito tempo para a distribuicdo estacionaria ser alcancada. A seguir
serd formalizado o conceito de condutéincia e sua relagdo com o tempo de mistura da cadeia de Markov.

Considere dois estados 7, j € 2 de uma cadeia de Markov. Podemos definir um fluxo de probabilidade

Q;,; de i para j no estado estacionario como
Qij =mibPij. (4.23)

Se Q;,; = @i, a cadeia é reversivel como visto em se¢bes anteriores.

Vamos agora criar uma particio (S, S) = (S,Q — S) e definir o fluxo de S para S

Q(S,S) = Z il (4.24)

i€S,j€S

A probabilidade de ir em um passo de S para S dado que a cadeia estd em S é

Q(s,95)
O(S) = ——— 4.25
()= L%, (4.25)
onde 7(S) = > ,cgm. Pensando de forma mais intuitiva, um ®(S) baixo indica que a cadeia vai

ficar muito tempo transicionando pelos estados de S e raramente vai transicionar para S. De forma
aproximada, a cadeia levaria um tempo proporcional a ®(S)~! para sair de S. Por outro lado se ®(S) é

alto, quer dizer que é muito facil transicionar entre os estados da cadeia, indicando que ela é muito bem
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conectada e sem gargalos. Neste caso a cadeia tem um rapido tempo de mistura.

Para definir a condutancia de uma cadeia de Markov, vamos pegar o pior caso de ®(.5), ou seja, vamos
escolher ®(S) tal que S seja o conjunto mais dificil de escapar. Mas isso ndo basta, pois caso escolhéssemos
um conjunto S com tamanho préximo de Q e que 7(S) & 1, dificilmente ocorreria uma transicdo para
fora de S. Portanto vamos colocar um limite superior de 7(S) em 1/2. Assim a conduténcia do grafo G
é

P = min D(9). (4.26)
5:0<m(8)<1/2

Considere agora um grafo nao direcionado. Uma definigao alternativa para condutancia que independe

dos conceitos de cadeia de Markov é

[E(S, S|
min(Vol(S), Vol(S))’

3/(S) = (4.27)
onde E(S,S) = {{i,j}|i € S,j € S} e Vol(5) = >_,.gdi. Assim temos a seguinte defini¢ao equivalente
para ¢

o= min '(S). (4.28)

Para verificar a equivaléncia, considere m; = d;/(2|E|), P;; = 1/d; se i ~ j e P; ; = 0 caso contrario.

Assim temos

®=  min Liesjes™ibu _ min iy B/ (42| E]) (4.29)
S:0<m(S)<1/2 Y g sw0<n(s)<1/2 Y ;g di/(2|E|)
il |E(S, S)|

= mi

- = o = min ®'(S). 4.30
socvolSIah /2vaiv) Vol(S) "5 mim(vol(), Vol(g)) i ¥ (5) (4.30)

4.2.1 Desigualdade de Cheeger

Encontrar a condutancia de um grafo é um problema NP-completo [21]. Mas encontrar o segundo
autovalor de uma matriz possui complexidade polinomial. Assim, relacionar estas duas grandezas pode
ser de muita utilidade quando desejamos provar limitantes para o tempo de mistura e outras propriedades.

Vamos a seguir mostrar 2 defini¢des referentes ao laplaciano de um grafo e em seguida relacionar o
autovalor do laplaciano com a conduténcia de um grafo. Este resultado foi inicialmente estabelecido por

Jeff Cheeger em 1970 [20] para variedades (espagos topolégicos) e posteriormente estendido para grafos.

Definigdo 4.1 (Laplaciano de um grafo). Seja G = (V, E) um grafo ndo direcionado, A a sua matriz
de adjacéncia e D uma matriz diagonal onde a i—ésima diagonal é o grau do vértice i, ou seja D =
diag(dy,...,dy). O laplaciano de G € definido como L =D — A.

Definigao 4.2 (Laplaciano normalizado). O laplaciano normalizado de G é definido por L = D-1/2LD~'/?

—1—A, onde A = D~ 12AD"Y2 ¢ a matriz de adjacéncia normalizada.

J& é um fato bastante conhecido na area de teoria espectral de grafos que o segundo menor autovalor
da matriz L é nulo se e somente o grafo G é desconexo (ver prova no apéndice C). De forma semelhante
é possivel provar o mesmo resultado para o segundo menor autovalor (que chamaremos de us) de £, ou
seja, 1o € nulo se e somente o grafo G é desconexo. Assim a pergunta que surge é: considerando que 2
nao é zero mas aproximadamente zero, podemos afirmar algo sobre a conectividade do grafo? A resposta
é sim e existe um limitante, conhecido como desigualdade de Cheeger que relaciona a condutancia ¢ do

grafo com o autovalor ps.
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Teorema 4.1. (Desigualdade de Cheeger) Seja pa o segundo menor autovalor de L, entdo
= <P <\ 2us (4.31)

ou de forma equivalente

< pg < 20. (4.32)

Prova: A prova do lado esquerdo da equagao (4.31) pode ser vista no apéndice D. O restante da prova
pode ser vista em [14]. O

Para algumas cadeias é possivel determinar a conduténcia analiticamente. Também foi visto no
Capitulo 2 que a taxa de convergéncia de uma cadeia depende basicamente do segundo maior autovalor
Amaz da matriz estocdstica, mas Apq. estd relacionado com pe (g2 = 1 — Apaz). Ent@o com o teorema
acima, é possivel investigar a taxa de convergéncia da cadeia de Markov analisando a estrutura do grafo

de estados da cadeia.



CAPITULO 5

ALGORITMO METROPOLIS PARA O
CALCULO DA CENTRALIDADE DE
INTERMEDIACAO

Medidas de centralidade sdo de extrema importancia em redes complexas, pois permitem quantificar a
importancia de um vértice em uma rede. Como exemplos de aplicagdo, podemos determinar qual é a
pessoa que exerce mais influéncia em uma rede social, ou quais sd@o as pessoas mais mais propensas a
espalhar uma doenga (como COVID-19) em uma rede, ou ainda quais sdo os nés mais importantes em
uma rede de internet ou uma rede de transporte.

Existem diversas medidas de centralidade. A primeira medida de centralidade a ser definida e que
também é a mais simples e intuitiva de entender é o grau de um né da rede. Em uma rede social por
exemplo, é razoavel pensar que a pessoa com mais amigos ou mais contatos é a que tem mais acesso a
informagoes e possui maior influéncia sobre os outros. Ja em uma rede de citagoes de artigos por exemplo,
o nimero de citagdes que um artigo recebe, que é o niimero de arcos que apontam para o né na rede,
fornece uma medida quantitativa da importancia do artigo.

Por outro lado a centralidade de grau pode fornecer uma estimativa totalmente errada da importancia
de um né na rede. Counsidere a Figura (5.1) que mostra uma rede complexa com dois grupos, ligados por
uma unica “ponte”; constituida de 2 arestas e um tnico vértice A. Se o vértice A for removido, a rede
se torna desconexa, portanto A possui alta importancia na rede de acordo com a medida de centralidade
de intermediacdo (que serd definida logo a frente), mas possui baixa centralidade de grau, pois o grau de
Aé 2.

Outras medidas de centralidade muito usadas sdo centralidade de Katz, PageRank e outras. Para mais
detalhes do célculo de cada uma delas, ver [15] e para uma anélise da utilidade de cada uma, ver [16] que
calcula a correlagdo entre 17 tipos de centralidades aplicadas em diferentes tipos de redes complexas.

No restante deste capitulo sera definida a centralidade intermediacao e o uso do algoritmo de Metropolis

para seu calculo.
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Figura 5.1: Exemplo de rede complexa onde um né A possui baixa centralidade de grau, mas alta

intermediac3o. Isso ocorre porque qualquer caminho do grupo 1 para o grupo 2 deve passar por A. Extraido
de [15].

5.1 Centralidade de Intermediagao C(i)

A proposta de centralidade de intermediagdo é atribuida a Linton Freeman [17] em 1977 no uso de
redes sociais, embora alguns anos antes ja existiam relatorios técnicos que utilizavam esta medida. A
intermediacdo mede o nimero de vezes que um noé serve de ponte no menor caminho entre um par de
vértices da rede. Em alguns casos, pode existir mais de um menor caminho entre dois vértices, como

mostrado na figura (5.2).

Figura 5.2: Sobreposicdo de 2 caminhos de A para B que passam por C'.

Seja G um grafo nao direcionado, sem pesos e com conjuntos V e E para vértices e arestas respectivamente,
onde |V| =n e |E| = m. Matematicamente, a intermediacdo do vértice ¢ é definida da seguinte maneira:
Seja 04(i) o nimero de menores caminhos de s (source) para t (target) que passam por i e seja og O

numero total de menores caminhos de s para t. A intermediacao do vértice i é dada por

O 108 (5.1)

g
5.t st

Muitas vezes é mais conveniente trabalhar com valores normalizados de forma que C(i) fique entre 0
e 1. Para isso existem diferentes definigdes para a constante de normalizacdo de C(i). Neste trabalho
usaremos n(n — 1) como constante de normalizag¢io, onde n é o ntimero de vértices do grafo. Assim C(i)

Cli) = — Z";’f). (5.2)

n(n—1) <

2

e

Na equacao (5.2) existem duas somas, uma nos vértices de origem s e nos de destino ¢. Para aplicar o

algoritmo de Metropolis, teremos que separar estas duas somas. Para isso vamos definir as quantidades:

i) = 2220 (5.3)

Ost
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Gsa(i) =D 0ut i) (5.4)

t
Neste caso C(i) torna-se

. 1 .
Cli) = YT Z bse(i). (5.5)

5.2 Algoritmo Metropolis para o célculo de C'(7)

Os algoritmos conhecidos para calcular a intermediacido possuem complexidade O(mn). Apesar desta
complexidade ser polinomial, em muitos casos o cdlculo exato de C(i) ainda é invidvel quando se trabalha
com redes de tamanho médio com centenas de milhares de vértices.

Nesta se¢do, vamos utilizar o algoritmo Metropolis para estimar C(i) e reduzir a complexidade para
O(m). Para isso, na equagdo (5.2) vamos realizar apenas a soma em ¢ e amostrar aleatoriamente vértices
s e calcular a média. Este procedimento fornecerd uma (e, d)—aproximagao para C(i).

A amostragem dos vértices s é serd feita com probabilidade

0se (1)
P;[s] = S oeall)’ (5.6)
O denominador da equagdo (5.6) pode ser muito custoso de calcular se a rede for muito grande. Porém
dado dois vértices s1 e sq, a razao P;[s1]/P;i[s2] é bem mais facil de ser calculada e este fato serd utilizado

no algoritmo Metropolis.

5.2.1 Amostragem de Metropolis

Para amostrar T vértices, o amostrador MCMC segue os seguintes passos
¢ Escolha um vértice inicial so de forma aleatéria e uniforme.
e Para cada iteracao j, 1 < j < T, faca:

— Seja s o estado atual da cadeia.
— Escolha s’ de forma aleatéria e uniforme.

— Com probabilidade min [1, §/4(7)/dse(7)] mude para o estado s'.

Seja M a lista dos vértices escolhidos nas transi¢oes da cadeia de Markov (incluindo vértices repetidos).
Vamos agora encontrar uma aproximacao C () para C(i) e em seguida mostrar dois teoremas que garantem
a corretude da aproximagcao.

Seja p(s) uma distribuigdo de probabilidades qualquer. Pela equacdo (5.5), podemos reescrever C/(¢)

como

i) = —— )Zé”mp(s), (5.7)

= ls)

Considerando p(s) como

p(s) = Pifs] = =) (5.8)
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temos

— 1
6(i) = — 0se (1), (5.11)
n seV
entao ) )
C(i) ~ TTIT T (1), s~Ps] (5.12)
seM
Considerando
Z @)~ ) b)), (5.13)
eM seM
temos
~ 1
OO = = 2 e a~ Pl (5.14)

Os dois teoremas a seguir garantem que C(i) fornece uma estimativa arbitrariamente préxima de C(7)

com um numero polinomial (em 1/¢ e In(e~!)) de amostras.

Teorema 5.1. Seja 6(i) a média dos 6.4(i). Suponha que exista um (i) tal que para todo s € V, a

sequinte desigualdade seja vdlida

G50 (1) < p(2)8(3). (5.15)

Neste caso, para um € > 0, a probabilidade do desvio de C’(z) com relagao a C(i) ser maior que € é

P[|é(i)—0(¢)| >e} <26xp{—§ (/f(j)—;’,f} (5.16)

Prova. Ver [18]. O

Teorema 5.2. A equagio (5.14) fornece uma (€, d)-aproximagcio para C(i) onde o nimero de amostras

T é -
(%)

2¢2

Prova. Ver [18]. O

T > In

(5.17)

STIN )

De acordo com [18], u(i) pode ser considerado constante sob certas condigdes e a complexidade do

pior caso do algoritmo é O(E(Q)).



CAPITULO 6

CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado a teoria geral de cadeias de Markov e método de Monte Carlo, com algumas
aplicagbes incluindo a cédlculo da centralidade de intermediagao.

Verificou-se que o método de Monte Carlo e o0 método MCMC, por serem algoritmos de amostragem
de carater muito geral, possuem intimeras aplicagées como visto nos exemplos citados.

Para uma cadeia de Markov, foi demostrado que o tempo de mistura é uma variavel de extrema
importancia, pois ela é uma das principais variaveis que ditam se o algoritmo € eficiente ou ndo. Também
foram mostradas as principais técnicas utilizadas para limitar o tempo de mistura.

Por dltimo, dada a importancia das medidas de centralidade em redes complexas, o calculo da
centralidade de intermediacao foi escolhida para a aplicacdo do algoritmo Metropolis. Verificou-se que
para redes com milhares de vértices, é possivel estimar a centralidade de intermediagao realizando uma
pequena amostragem no conjunto de vértices, obtendo um erro que decresce exponencialmente com o

numero de amostras.
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APENDICE A

DECOMPOSICAO ESPECTRAL

A.1 Autovalores e autovetores

Considere a matriz A € M, (R) e a seguinte equacao de autovalor

O vetor v; é chamado de autovetor de A e \; é o autovalor correspondente. Para encontrar os autovalores

Ai, devemos encontrar as raizes do polinémio
p(z) = det(A — 1z) =0, (A.2)
que é chamado de polindmio caracteristico. Podemos fatorar o polinémio caracteristico da seguinte forma
plx)=(x—=A)...(z=Ap)=(@x =)™ ... (=)™, k<n. (A.3)

O ndmero de vezes m; que o fator z — A; aparece em p(x) é chamado de multiplicidade algébrica de A;.

A.2 Teorema espectral

Teorema A.1. Seja A uma matriz simétrica com coeficientes reais. Entao
(i) Os autovalores de A sdo reais.
(i) Os autovetores de A correspondentes a diferentes autovetores sao ortogonais.

Prova: (i): Considere v; estd normalizado, ou seja, (v;,v;) = 1, onde (-,-) denota o produto escalar.

)\i :)\7;<VZ',V1'> = <)\Z'V1',Vi> = <AVZ',V1‘> = <Vi,ATVi> (A4)
:<VZ‘, AVi> = <Vi7 )\zvz> = ()\ivi,vi>* = )\;‘< <Vi,Vi> (A5)
Ai =L (A.6)
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(it): Considere o produto:

(Avi,v;) =v] ATv; =v] (Av;) = \v] vj = N\ (vi, v)) (A7)
por outro lado

<AVZ‘,V]‘> = V;FATVJ‘ = (AVZ‘)TVJ' = AiViTVj = Ai<V,L',Vj> (AS)

subtraindo estas duas equagoes, temos
(>\z - )\j)<Vi,Vj> =0. (Ag)

Portanto se A; # A; = (v;,v;) = 0. O
Definicao A.1. Uma matriz C € ortogonal se CCT = CTC = 1.

Perceba que C~! = CT. Além disso, uma matriz n x n onde cada coluna é uma base ortonormal em
b

R™ é uma matriz ortogonal.

Teorema A.2. (Teorema espectral) Seja A € M, (R) uma matriz simétrica. Existe uma matriz ortogonal
C cujas colunas sdo os autovetores v; de A e que formam uma base de R™ de modo que a matriz C"'AC

é uma matriz diagonal composta dos autovalores \;, ou seja C"LAC = diag(\1,. .., \n).
Prova: Ver [19]. O

Corolario A.1. A dimensao do subespago associado a um autovalor é igual & multiplicidade deste

autovalor.
Prova: Ver [19]. O
Corolario A.2. A matriz A pode ser escrita como A = Z:.L:l v

Prova: Vamos primeiro mostrar que Y. v;v,| = 1.
Considere V uma matriz onde as colunas sdo autovetores linearmente independentes da matriz A.
Assim temos
1=VV'. (A.10)

O elemento 1; ; ¢
n

Lij =Y VikVil; = > (va)i(vi);, (A.11)
k=1

k=1

onde (vg); indica a i—ésima componente do autovetor v. Portanto a matriz 1 fica
(Vk)l
n (Vk)2 n
=31 D D2 o D] = v (A.12)
k= . =1

1
(Vk)n
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Vamos agora aplicar este operador a esquerda e direita de A

n n
A =1A1= (Z viviT) A Zvjva = ZviviTAvjva (A.13)
i=1 j=1 i

A= ZViV;r/\jVjV;r = Z )\jVi(V:Vj)V;r = Z )\j5i,sz‘V; (A14)
1,7 5] 2]
i=1



APENDICE B

SIMETRIZACAO DA MATRIZ
ESTOCASTICA E CONVERGENCIA
PARA O EQUILIBRIO

B.1 Simetrizacao de P

Proposicao B.1. Seja P a matriz estocistica de uma cadeia de Markov reversivel e ergddica com
distribuicdo estaciondria T = (my,...7,). Seja M uma matriz definida por M = APA~!, onde A =
diag(\/T1, /T2, ... ,\/Tn), Ou seja, a i—ésima diagonal de A € \/m;. Entdo

(i) M € simétrica.

(it) M e P possuem os mesmos autovalores.

Prova: (i) Considere o elemento M; ; de M

Mij; =Y NixPeaA} (B.1)
k.l

. JET . -1 , ~
Como a matriz A é diagonal, podemos escrever A; ;, = /0, 1 € Az,j = 8;,//7;, onde §; ; é a funcao

delta de Kronecker definida como: 6; ; =1 se i = j e d; ; = 0 caso contrario . Portanto

014 )
M;j =Y /Tl xPoy—%= = | =P ;. (B.2)
; VT 5

J

Como a cadeia é reversivel temos que m;P; ; = m; P, ;, ou P; ; = P; ;m;/m;, entéo

M, = /%%PM:«/%&J:MM. (B.3)
7 e 7

(ii) Considere que a matriz M possui autovalores \; e respectivos autovetores v;, ou seja, Mv; = \;v;,
1<i<n.
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Vamos aplicar a matriz P sobre o vetor U2 = A~1lv,;:
P(A™'v;)) = AT'APA v, = A" (APA Vv, = A" IMv; = (A 1vy). (B.4)

Portanto \; é autovalor de P com respectivo autovetor a direita W*. Além disso, P possui autovetor a

esquerda correspondente a \; dado por ¥ = v[ A pois
(vi AP =v]APAT'A =v] (APA " HA = v/ MA = Mv;)"A = \i(v] A) (B.5)
O

Proposigdo B.2. Seja 1 um vetor coluna de ‘uns’, entdo U =1 ¢ UL = 7.

Prova: Considere a aplicacao de P sobre 1

Py Pip oo P\ |1 > P 1
P S LR S

pr=| =T =L (B.6)
Pihx Py oo Pun/ 1 > Pnj 1

Portanto 1 é autovetor a direita com autovalor 1. Além disso sabemos que 7 é autovetor a esquerda com

autovalor 1, portanto 7 = ¥¥. O

B.2 Convergéncia para o equilibrio

Proposigao B.3. Seja P a matriz estocdstica de uma cadeia de Markov reversivel e ergddica e sejam
p(0) a distribuicdo inicial, \I/f-?' e \IIZL 0s autovetores a direita e a esquerda respectivamente da matriz
estocdstica P. Entdo P* =350 ANWEUE e p(t) =7+ 31", N(p(0), UEYWE.

-1 - - o N N .
Prova: Como M = APA™" é simétrica, podemos escrevé-la como (ver apéndice A).

n
M = Z AiViViT. (B?)
i=1
Como P = A~'!MA, P! sera:
P! =(A"'MA)...(A"'MA) = A" 'M’A. (B.8)
n t n n n
:A*l <Z )\ZVZVJ—> A= 1&*1 (Z )\ilvil";;) . (Z )\itvitv;:> A= 1&*1 Z)\;‘/VZV:A (Bg)
i=1 i1=1 =1 i=1
= NAT (T A) = Y N (B.10)
i=1 i=1
P! =17+ Y NUfwl. (B.11)

i=2
A matriz 17 possui todas as linhas iguais. Cada linha é igual & distribuicdo estacionéria, ou seja,
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Se a distribuigdo de probabilidades em ¢ = 0 é p(0), entdo no tempo ¢ temos
p(t) = p(0)P' = (p(0), )7 + > Ai(p(0), Tf) U}, (B.12)
i=2

O termo (p(0),1) é a soma dos elementos de p(0), que vale 1 e o termo (p(0), ¥}, que chamaremos de

«;(0), é a projegao do estado inicial nos vetores da base Up. Assim p(t) é

p(t) =7+ > Ma;(0)¥}. (B.13)
i=2
Como 1l =X > X > A3 >---> ), > —1, a velocidade de convergéncia da cadeia depende do maior

autovalor Apqe = max{|\;|;1 <i <n}

n

P(t) =7+ O(\pae) Y i(0)TF. (B.14)
=2



APENDICE C

LAPLACIANO E CONECTIVIDADE DE
UM GRAFO

C.1 Laplaciano

Seja G = (V, E) um grafo nao direcionado, A a sua matriz de adjacéncia e D uma matriz diagonal onde a

i—ésima diagonal é o grau do vértice i, ou seja D = diag(ds,...,d,). O laplaciano de G é definido como
L=D-A. (C.1)

A seguir vamos calcular o valor de (x,Lx) = x'Lx pois esta quantidade serd muito utilizada neste
trabalho.

Proposicdo C.1. Seja x = [z1,... ,J:n]T um vetor coluna qualquer e L o laplaciano de um grafo ndo

direcionado G. Entdo

x'Lx= Y (zi—x;)" (C.2)

{i.j}eE

Prova:

x'Lx=x"Dx—x'Ax = Z Tid; Ty — Z xiA; 25 (C.3)

%

mas d; = >, A; j, entdo

XTLX = ZAZ]:E? — inAi,jxj = % Z Aiij? + ZAz]fLZQ - inAi,jfL‘j (C4)
5] 2 2 5]

(]

:% ZAzjl'? + Z Aj,i(L’? - inAi,jfL'j = % ZAl’J(x? + l’?) - inAi,jl'j (C5)
W It i i i

= Z (1312 + x? — 2x;) (C.6)

{igteE
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x'Lx = Z (z; — x5)%. (C.7)

{i,j}€E

Proposigao C.2. Seja L o laplaciano de um grafo nao direcionado G. Sejam wh, . .., W, seus autovetores

com respectivos autovalores p1 < -+ < p,. Entdo
(i) Os autovalores da matriz L ndo sdo negativos.

(i) A matriz L possui um autovalor nulo com respectivo autovetor constante (todas as componentes do

vetor sao iguais).

Prova: (i): Pela equagio (C.7), vemos que x ' Lx > 0. Para um autovetor w; de L temos
T _ T
w, Lw; = yyw, w; > 0= p; >0. (C.8)

Neste caso dizemos que a matriz L é positiva semi-definida.

(i3): Considere um vetor constante x = [1,...,1]T.
dy > AL dy dy
Lx =Dx — Ax = d:2 - 2 :Az’j = d:2 - d:2 =0 = 0x. (C.9)
o) 1,40 Lol la
Portanto 1 = 0 e wy = [1,...,1]T. O

Teorema C.1. Sejam G = (V, E) um grafo ndo direcionado, L o laplaciano de G e 0 =y < g < -+ <

Ly, 08 autovalores de L. Entdo po > 0 se e somente se G € conexo.
Prova:
e pg > 0= G é conexo.

Pela contra positiva, vamos provar que G desconexo = o = 0. Considere que G é desconexo. Neste
caso podemos dividir G em duas componentes G; e G5 e fazer uma renomeagio dos vértices V =
{v1,. . v, vy .-, U, }, onde os Indices de 1 a k sao dos vértices de G e os indices de k + 1 a n sao dos

vértices de G. Assim o laplaciano de G serd uma matriz em blocos da forma

Lg, O
0 Lg,

L= (C.10)

Se encontrarmos dois autovetores de L que sdo linearmente independentes e que possuem 0 mesmo
autovalor 0, entdo teremos provado que ps também é nulo.

Considere os vetores coluna compostos de duas partes

1 0
z, = [0] e zZy= L] , (C.11)

onde o indice da primeira parte vai de 1 a k e da segunda de k + 1 a n.
Fazendo o produto escalar (z,zo), verificamos que z; e zy sdo linearmente independentes. Além disso

ambos possuem autovalor nulo, pois Lz; = 0 = Lz, e portanto us = 0.
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e G é conexo = g > 0.

Considere G conexo e considere x um autovetor de L com autovalor zero. Assim temos

Lx =0 (C.12)
x " Lx =0. (C.13)

Pela equagao (C.7) temos
Z (l‘l — J,‘j)Q =0. (014)
{ij}eE
Portanto para cada par ¢, j, onde {4, j} € E devemos ter 2; = z;. Como G é conexo, temos indutivamente
que 1 = Ty = .-+ = T,, OU seja, a Unica possibilidade para x é ser um vetor constante. Assim o

autoespago correspondente ao autovalor zero tem dimensao 1 e po > 0. O



APENDICE D

DESIGUALDADE DE CHEEGER

D.1 Laplaciano normalizado

Definigdao D.1 (Laplaciano normalizado). Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G. SejaD'? =diag(\/dy, /dz, . .
onde d; € o grau do vértice i. O laplaciano normalizado de G é definido por L = D 2LD Y2 =1-A,

onde A = DV2AD V2 ¢ 4 matriz de adjacéncia normalizada.

Proposigao D.1. Sejam pu < po < -+ < g, 0s autovalores de L com respectivos autovetores ortogonais

Wi, Wo,...W,. Entdo

(i) Os autovalores de L sdo maiores ou iguais a zero.

(ii) O primeiro autovalor ju; € nulo com respectivo autovetor D'/21.
(i) O sequndo autovalor uy € nulo se e somente se G é desconexo.

Prova: (i) Considere dois vetores quaisquer x e y tal que x = D'/2y. Vamos calcular x' £x

x'Lx=x D '2LD V?x =y 'Ly = Z (yi —y;)* > 0. (D.1)
{i.j}eE

Onde a tltima igualdade foi obtida de (C.7). Considere que x = w;, neste caso
W;LWi = uiw;wi >0 = pu;>0. (D.2)
(ii) Vamos aplicar £ sobre o vetor z = D'/21, onde 1 é um vetor de 'uns’.
£(D'?1) = D"'2LD"¥/2D'21 = D~'/?L1 = 0. (D.3)

Portanto z = wy e 3 = 0.

(i) Basta seguir o mesmo procedimento do teorema C.1 dos apéndices. O
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D.2 Quociente de Rayleigh
Definicao D.2. O quociente de Rayleigh para wma matriz hermitiana M e vetor x € definida por
x| Mx
R(M,x) = . D.4
(M%) == 2 (D.4)
Proposigao D.2. Sejam z1,...,z, os autovetores de M com respectivos autovalores a; < -+ < au,
entao
(i) o1 = mingy R(M, x) = miny "B\f{x.
(11) a2 = minyx 1z, R(M,X) = miny.x | », ";TiMxx
(7)o = maxx R(M, x) = maxx x;%\;[cx.
Prova: (i) Considere a decomposi¢ao de x nos autovetores de M: x = )" a;z,. R(M,x) é
T
ca;z; MY . a;z; a2y a2
ROM,x) = =B ML 08 idion Tl (D.5)
i, 4iZ; G52, > 4 > 4
onde o minimo de R(M, x) é obtido escolhendo x = z;.
(ii) Considere que x L z1 e x =}, a;z;. R(M,x) é
T 2
g 02, MY ., a;2; i1 @50 a2
R(M, x) = Zzy&l Z%;él 7% _ 2 #1 — > ay ZZ aZ2 ~ o, (D.6)
Zi;ﬁl,j;él ;2 A5Z; Zi;ﬂ a; >4
onde o minimo de R(M, x) é obtido fazendo x = zs.
(#ii) Semelhante & prova de 1. O
D.3 Prova da desigualdade de Cheeger (lado esquerdo)
Teorema D.1. (Desigualdade de Cheeger) Seja po o sequndo menor autovalor de L, entdo
2<o<you (D.7)
ou de forma equivalente
(I)2
o5 < pg <29 (D.8)
Prova de ps/2 < ®: Pelas propriedades do quociente de Rayleigh, temos
. x'[x . x'D/2LD Y%k ) y 'Ly
{2 = min = min = min , (D.9)
xxlwi; XX x;xLwy x'x (y;D/2y 1 D1/21) yTDy
onde y = D7'/2x e w; = D21, como visto no inicio da secéo.
A restricdo x L wy é equivalente a
x Lw; < D%y L D'’1 <= (D'?y,D'/?1) =0 <= » yid; =0. (D.10)

K2
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Substituindo (C.7) em (D.9) e usando (D.10) temos

g = _min D yerWi —y5)”

D.11
¥;>,; ¥idi=0 Zi yfdz ( )

O vetor y pode ser encarado como uma fungdo que retorna um valor y; dado o vértice i. Desejamos provar
a equacao acima é menor que 2®. Para isso, é suficiente encontrar um y qualquer tal que a equagao acima
sem a minimizacao seja menor que 2P.
Para encontrar um y, vamos definir o conjunto S* tal que ®(S*) é minima, ou seja ®(S*) = . Vamos
definir y como
yo = J T seiest (D.12)

1 : *
T Vol(V—gry» Set ¢S

E facil ver que y obedece a restri¢ao >, yid; = 0, pois

Z'es* d; Z'gs* d;
= d. T — L =0. D.1
;yldz ’Lg yldl 1%9:* yld’b ‘701(5*) ‘701("7' S*) 0 ( 3)

Na equagdo (D.11), os tnicos termos do numerador que contribuem para a soma sdo as arestas que

possuem uma ponta em S* e a outra em V — S*. Assim temos

2
<Z{i,j}€E(yi —y;)? |[E(S*,V — S5%)] (vm%sw) + VOl(‘}—S*)) (D.14)
2 = 2 = 2 2 :
2d,
2.i¥i Dicss di (W) + 2 igs di (W)
=|E(S*,V — 8%)] ! + ! 2/ ! + ! (D.15)
N ’ Vol(S*) = Vol(V — S*) Vol(S*) = Vol(V — S*) ’
1 1
—|E(S*.V — S§* D.1
B(S™,V =57 (vo1(5*) oIV = S*)) (D-16)
1 1
< * _Q* )
<2|E(S*,V — S*)| max (Vol(S*)’ Vol(V = S*)) (D.17)
B 2|E(S*,V —57%)|
= min (Vol(S), Vol(V — 5% (D.18)
11 <20. (D.19)



[1]

[2]

3]

[4]

[14]

[15]

REFERENCIAS

M. Mitzenmacher. E. Upfal. Probability and Computing. Randomization and Probabilistic Techniques
in Algorithms and Data Analysis, 2nd edn. Cambridge University Press. 2017.

W. J. Stewart. Probability, Markov Chains, Queues, and simulatons. Princeton University Press,
2009.

W. Krauth. Statistical Mechanics Algorithms and Computations, OUP Oxford. 2006.

J. Dongarra F. Sullivan. Guest Editors’ Introduction: The Top 10 Algorithms. Computing in Science
and Engineering, 2000.

M. Jerrum A. Sinclair. The Markov chain Monte Carlo method: an approach to approximate counting
and integration. Approximation algorithms for NP-hard problems (pp. 482-519). PWS Publishing,.
1996.

C. Andrieu, N. DE Freitas, A. Doucet M. 1. Jordan. An Introduction to MCMC for Machine
Learning. MachineLearning, 50:5-43. 2003.

C. Moore S. Mertens. The Nature of Computation, OUP Oxford. 2011

Frobenius, G. Uber matrizen aus positiven elementen. B. Preuss. Akad. Wiss. Berlin, Germany. 1908.
Perron, O. Zur theorie der matrices. Mathematische Annalen, 64 (2), 248-263. 1907.

S.K. Berberian. Linear Algebra. Oxford University Press. 1992.

W. L. Dunn, J. K. Shultis. Exploring Monte Carlo Methods Elsevier Science, 2011.

M.R. Jerrum, L.G. Valiant, e V.V. Vazirani. Random generation of combinatorial structures from a
uniform distribution Theoretical Computer Science, 43:169-188, 1986.

D. A. Levin, Y. Peres E. L. Wilmer. Markov Chains and Mizing Times. 2nd edn American
Mathematical Society, 2017.

F. Chung. Four proofs for the Cheeger inequality and graph partition algorithms. ICCM. 2007.

M. Newman. Networks OUP Oxford; 2nd edn, 2018.

98



REFERENCIAS 59

[16] S. Oldham, B. Fulcher, L. Parkes, A. Arnatkeviciute, C. Suo, A. Fornito Consistency and differences
between centrality measures across distinct classes of networks PLoS ONE 14(7): 0220061, 2019.

[17] L. C. Freeman A set of measures of centrality based upon betweenness Sociometry. 40 (1): 35-41.
1977.

[18] M. H. Chehreghani, T. Abdessalem, A. Bifet. Metropolis-Hastings Algorithms for Estimating
Betweenness Centrality EDBT, 2019.

[19] A. Marsden. Eigenvalues of the Laplacian and Their Relationship to the Connectedness of a Graph
University of Chicago, REU, 2013.

[20] J. Cheeger. A lower bound for the smallest eigenvalue of the Laplacian Problems in analysis (Papers
dedicated to Salomon Bochner, 1969). Princeton, N. J.: Princeton Univ. Press. pp. 195-199.

[21] Orponen, P., and S. E. Schaeffer. On the NP-Completeness of Some Graph ClusterMeasures
Proceedingsof the 4th International Workshop on Efficient and Ex-perimental Algorithms (WEA’05,
Santorini, Greece, May 2005), edited by S. Nikoletseas, volume 3503 of Lect. Notes Comp. Sci.,
pp-524-533. 2005.



	Introdução
	Cadeias de Markov
	Classificação dos estados e cadeias
	Distribuição estacionária
	Caminhadas aleatórias em grafos não direcionados
	Distância total de variação
	Tempo de mistura

	Amostragem e contagem
	Método de Monte Carlo
	FPRAS e contagem
	Monte Carlo para contagem FND - abordagem simples
	Monte Carlo para contagem FND - abordagem refinada

	Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC)
	Algoritmo de Metropolis-Hasting

	Amostragem de conjuntos independentes
	FPAUS e amostragem

	Técnicas para limitar o tempo de mistura
	Acoplamento de cadeias de Markov
	Condutância
	Desigualdade de Cheeger


	Algoritmo Metropolis para o cálculo da centralidade de intermediação
	Centralidade de Intermediação C(i)
	Algoritmo Metropolis para o cálculo de C(i)
	Amostragem de Metropolis


	Conclusão
	Decomposição espectral
	Autovalores e autovetores
	Teorema espectral

	Simetrização da matriz estocástica e convergência para o equilíbrio
	Simetrização de P
	Convergência para o equilíbrio

	Laplaciano e conectividade de um grafo
	Laplaciano

	Desigualdade de Cheeger
	Laplaciano normalizado
	Quociente de Rayleigh
	Prova da desigualdade de Cheeger (lado esquerdo)

	Referências

